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Geleitwort

In den letzten zwei Jahrzehnten ist die mathematische Bildung im Elementarbereich in den
Fokus der internationalen mathematikdidaktischen Forschung geriickt. Dabei findet vor al-
lem die Entwicklung arithmetischer Kompetenzen Beriicksichtigung in Form von Basiskom-
petenzen fiir den Erwerb von Zahl- und Operationsvorstellung und fiir die Entwicklung von
Rechenstrategien. Forschungen im mathematischen Inhaltsbereich Gréfen und auch speziell
zum Bereich Lingen sind kaum zu finden. Dabei stellen gerade Grofien im Elementarbereich
viele Ankniipfungspunkte fiir natiirliche Lerngelegenheiten dar, auflerdem sind Langenvor-
stellungen eine Schnittstelle zur arithmetischen Kompetenzentwicklung.

Johanna Zollner setzt an dieser Forschungsliicke an, indem sie Lingenkonzepte von 4- bis 6-
jahrigen Kindern untersucht. Ziel der Arbeit von Johanna Zoéllner ist die differenzierte Be-
schreibung von Komponenten kindlicher Lingenkonzepte.

Um sich diesem Forschungsfeld zu nahern, analysiert Frau Zéllner zunichst verschiedene
mathematische Grundlegungen des Groflenbereichs Lange. Dabei stellt sie eine neue Eintei-
lung verschiedener mathematischer Zugéinge zur Definition des Grofenbereichs Lange vor.
Ausgehend von einer Auseinandersetzung mit dem Begriff Lange nimmt sie dariiber hinaus
verschiedene Komponenten des Lingenkonzepts in den Blick. Anhand ihrer Analyse existie-
render Forschungsergebnisse arbeitet sie aufgrund der empirisch-theoretischen Bezugsbasis
relevante Aspekte bzw. Komponenten eines Langenkonzepts von jungen Kindern heraus und
leitet daraus ein theoretisches Modell zur Beschreibung fiir Lingenkonzepte ab.

Frau Zollner operationalisiert die Grundlage fiir eine differenzierte Beschreibung von Kom-
ponenten kindlicher Langenkonzepte durch verschiedene Aufgabenstellungen im Rahmen
eines halbstandardisierten Interviews und analysiert die Losungsprozesse von 40 Kindern im
Alter von 4 bis 6 Jahren. Thre duflerst differenzierte Beschreibung von Vorgehensweisen von
Kindern im Umgang mit Lingen stellt ein Novum in der mathematikdidaktischen Forschung
dar. Die innovative Generierung von Auswertungskategorien zur Analyse der Aspekte eines
Langenkonzepts bei jungen Kindern kénnen sehr gut sowohl fiir die Konstruktion von Lehr-
Lernumgebungen als auch fiir weitere wissenschaftliche empirische Studien und theoretische
Uberlegungen genutzt werden. Darin zeigt sich deutlich die doppelte Anschlussfihigkeit von
Frau Zollners Arbeit: Sowohl im wissenschaftlichen Kontext als auch fiir die Gestaltung und
Unterstiitzung von Lehr-Lern-Prozessen im Bereich der Langen sind ihre Ergebnisse duflerst
relevant.

Ich wiinsche Johanna Zollner, dass sie mit jhrer Neugier und ihrem didaktischen Gespiir wei-
tere spannende Einblicke gewinnen kann und freue mich auf kommende Forschungs-

ergebnisse von ihr.

Christiane Benz

Die Originalversion des Buchs wurde revidiert. Ein Erratum ist verfiigbar unter
https://doi.org/10.1007/978-3-658-27671-3_8
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Einleitung

»Wir sind iiberzeugt, dass die Mafe der beste und ge-
eignetste Kanal sind, fiinfidhrige Kinder an eine Welt
der Zahlen und mathematischen Sprachformeln heran-
zufiihren“ (Castagnetti & Vecchi 2002; Vertreterinnen
der Reggio-Piadagogik)

Es ist unbestritten, dass der Umgang mit Groflen im Alltag eine bedeutende Rolle spielt.
Trapp & Wallerus (2012, 9) behaupten sogar: ,,Ein Zusammenleben von Menschen ist heutzu-
tage ohne Mafle und ohne Messen nicht mehr vorstellbar®. Das triftt auch auf die Lebenswelt
von Kindern im Elementarbereich zu. Sie sammeln bereits vielfiltige Erfahrungen im Um-
gang mit Groflen, beispielsweise wenn sie entscheiden, ob ein Gegenstand von ihnen an einen
anderen Ort gebracht werden kann, oder ob dieser zu schwer ist. Auch wenn sie die Hohe
eines Durchgangs mit ihrer eigenen Korpergrofie in Relation bringen und sich biicken um
durchgehen zu konnen, oder wenn sie erfahren, dass noch drei Tage vergehen, bis sie die
Freundin besuchen diirfen, setzen sie sich mit Gréflen auseinander.

Groflen stellen zudem eine enge Verbindung zu dem Bereich der Zahlen her. So findet die
erste Begegnung von Kindern mit Zahlen im Alltag nicht auf einer abstrakten Ebene statt,
sondern vielmehr im Zusammenhang mit Groflen (Lorenz 2012, 142; vgl. auch Benz, Peter-
Koop & Griifling 2015, 234; Clements & Sarama 2009, 163): Kinder werden gewogen oder
ihre Korpergrofle wird gemessen und die gefundenen Maf3zahlen werden genannt.

Trotz des Alltagsbezugs und der Bedeutung des Umgangs mit Groflen fiir die erste Begegnung
mit Zahlen kann mit Copley (2006, 17) festgestellt werden, dass der Umgang mit Gr6f3en sel-
ten im Fokus der frithen mathematischen Bildung steht: ,Measurement is an often neglected
mathematics topic for young children®. Benz (2012) stellt in einer Studie mit 589 deutschen
Fachkriften im Elementarbereich’ fest, dass nur 15% der Befragten bei der Frage nach ma-
thematischen Inhalten in alltiglichen Situationen im Kindergarten mathematische Aktivititen
mit Gréf8en nennen. (ebd. S. 22; vgl. auch Zollner, 2012).

Die Bedeutung von Gréflen fiir das Initiieren und Begleiten frither mathematischer Bildungs-
prozesse ist nicht nur im bestehenden Alltagsbezug begriindet. Ein weiteres Argument fiir
eine frithe Thematisierung von Gréflen ist in Studienergebnissen zu finden, die zeigen, dass
viele Kinder und selbst Erwachsene nicht iiber adiquate Gréflenvorstellungen verfiigen, die es
ermdglichen, Groflenangaben kritisch zu beurteilen und zu hinterfragen (Grassmann 2001;
Radatz & Schipper 1983 u. a.).

Lingen spielen eine besondere Rolle unter den physikalischen Gréflen. Sie sind im internatio-
nalen Einheitensystem eine der Basisgrofienarten und stellen damit eine Gréfle dar, auf deren
Grundlage weitere Groflen definiert werden konnen. Auch aus mathematikdidaktischer Sicht
nehmen Liangen eine besondere Stellung unter den physikalischen Gréflen ein. Sie sind leicht
visuell wahrnehmbar und werden bereits von Kleinkindern wahrgenommen (Benz, Peter-
Koop & Griifling, 2015, 233; Buys & Moor 2008, 18). Deswegen ist es nicht verwunderlich,

! Aus Griinden der besseren Lesbarkeit werden genderneutrale Personenbezeichnungen bevorzugt ge-

wihlt. Auf die gleichzeitige Verwendung ménnlicher und weiblicher Sprachformen wird verzichtet.
Samtliche Personenbezeichnungen gelten gleichermaflen fiir alle Geschlechter.
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dass Grundschulkinder bereits intensive auferschulische Erfahrungen im Bereich der Liangen
sammeln konnten (Peter-Koop 2011a, 4; vgl. auch van den Heuvel-Panhuizen & Elia, 2011).
Ankniipfend an diese Erfahrungen konnen im Umgang mit Lingen die Kernideen eines Gro-
Benbereichs besonders deutlich herausgearbeitet werden und somit als Grundlage fiir den
Aufbau anderer Grofienkonzepte dienen. Auch fiir die Zahlbegriffsentwicklung stellen Lan-
gen eine bedeutende Grundlage dar, ,,da wir Zahlen in Form von Langen bzw. der Anordnung
auf einer Lange/Linie denken® (Lorenz 2012, 143).

Um Kinder beim Aufbau eines Langenkonzepts unterstiitzen zu konnen, ist es forderlich, die
Komponenten von Langenkonzepten sowie Anwendungsmoglichkeiten in verschiedenen An-
forderungssituationen zu identifizieren. ,In der Mathematikdidaktik existieren allerdings -
gemessen an der Vielfalt an Studien iiber das (Vor-) Wissen von Grundschulkindern in ein-
zelnen Gebieten der Arithmetik — nur wenige Arbeiten, in denen das kindliche Mess-Denken
tiber Lingen (ihr Lingenkonzept) umfassend und differenziert oder gar langfristig untersucht
wird“ (Nihrenbdrger 2002, 1). Beziiglich der Beschreibung des Lingenkonzepts von Kindern
im Grundschulalter konnte Nithrenborger (2002) einen Beitrag leisten, jedoch bleibt weiter-
hin ein Forschungsdesiderat beziiglich der Beschreibung des Lingenkonzepts von Kindern im
Elementarbereich bestehen (Gasteiger 2010, 55).

Ziel der Arbeit

Die vorliegende Arbeit untersucht das Lingenkonzept von Kindern im Elementarbereich.
Unter ,,Langenkonzept® wird dabei ein Zusammenspiel unterschiedlicher Komponenten ver-
standen, die im mentalen sowie im handelnden Umgang mit Langen zum Tragen kommen
(vgl. Kap. 2.). Durch die detaillierte Beschreibung der Komponenten auf theoretischer Ebene,
das Aufgreifen bisheriger Forschungsergebnisse sowie die qualitative Untersuchung von Vor-
gehensweisen von Kindern in spezifischen Anforderungssituationen, wird ein differenziertes
Bild kindlicher Langenkonzepte beschrieben.

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 1 der Arbeit wird der Begriff ,,Lange“ zunachst aus physikalischer Sicht betrachtet.
Zu dem Groflenbereich ,,Linge“ sind unterschiedliche mathematische Zugange moglich, die
ebenfalls in Kapitel 1 dargestellt werden. Fiir die Arbeit mit Kindern im Elementarbereich ist
die Betrachtung des Begriffs ,Linge“ an konkreten Objekten, mit welchen sie umgehen, be-
sonders wichtig und wird deswegen in Kapitel 1.4 in den Fokus gestellt.

Komponenten des Langenkonzepts werden in Kapitel 2 auf theoretischer Ebene analysiert
und der aktuelle Stand der Forschung wird zusammengefasst. Ebenfalls auf theoretischer
Ebene werden Zusammenhinge zwischen den einzelnen Komponenten aufgezeigt. Eingeleitet
wird das Kapitel 3 durch die Forschungsfragen, die aus der theoretischen Auseinandersetzung
mit den Komponenten des Langenkonzepts und der Analyse bisheriger empirischer Untersu-
chungsergebnisse abgeleitet wurden und die Grundlage fiir die empirische Studie bilden. Dem
schliefen sich methodische Uberlegungen zum Aufbau der Studie an sowie die Beschreibung
und Analyse der Aufgaben des klinischen Interviews.

Kapitel 4 widmet sich der Auswertung und Interpretation der gewonnenen Daten. Die Struk-
tur des Kapitels orientiert sich dabei an den Komponenten, die in Kapitel 2 als relevant fiir die
Beschreibung des Langenkonzepts herausgearbeitet wurden. Komponenten, deren deskriptive
Analyse und Interpretation die Auswertung mehrerer Aufgaben erfordern, werden ans Ende
des Kapitels gestellt.
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In Kapitel 5 werden die Hauptbefunde der Arbeit dargestellt und die Forschungsfragen zu-
sammenfassend beantwortet. Den Abschluss der Arbeit bildet ein Ausblick. Dieser greift so-
wohl Forschungsdesiderate auf, die sich aus den Erkenntnissen dieser Arbeit ergeben haben,
als auch Konsequenzen fiir den Umgang mit Aspekten des Langenkonzepts in der elementar-
péadagogischen Praxis.
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1 Zum Begriff ,,Linge“

Der Begriff ,Lange” ist die Grundlage fiir die Analyse des Lingenkonzepts der Kinder. Zu
dem Begriff gibt es unterschiedliche Zugangsweisen, die im Folgenden aufgegriffen werden.
Zunichst werden Liangen aus physikalischer Sicht betrachtet. Dem schlieflen sich unterschied-
liche mathematische Zugange zum Groéflenbereich ,Langen“ an. Der Umgang von Kindern
mit Langen findet in konkreten Umgebungen mit konkreten Reprisentanten fiir Lingen statt,
weshalb diese in Kap. 1.4 behandelt werden. Den Abschluss des Kapitels bildet die Betrach-
tung der Verwendung des Begriffs ,Lange®.

1.1 Lédngen aus physikalischer Sicht

Aus physikalischer Sicht definieren sich Gréf3en iiber die Messbarkeit. ,,Sie [die Grofien] be-
schreiben Eigenschaften von physikalischen Objekten, fiir die ein Messverfahren existiert.
Grundeigenschaften aller physikalischen Gréflen sind Erfassbarkeit durch Mafl und Zahl
(Metrisierung) und Verkniipfbarkeit mittels mathematischer Operationen® (Stroppe 1990, 16;
vgl. auch Kirsch 2004, 52; Franke & Ruwisch 2010, 180 u. a.). Von allen Eigenschaften eines
Gegenstands ist allein die gesuchte Grofle relevant. Durch das Messverfahren wird diese Ei-
genschaft, diese Grof3e, quantifiziert.

GroRe (der betreffenden Art) = a E

MaRzahl  MaReinheit
Grafik 1: Gréflenangabe (Kirsch 2004, 51; vgl. auch Franke & Ruwisch 2010, 180)

Fir das Messverfahren werden passende physikalische Einheiten (Mafleinheiten) benétigt.
»Bei der Messung einer physikalischen Grofle wird dieselbe in Vielfachen bzw. Teilen der zu-
gehorigen Einheit ausgedriickt (Stroppe 1990, 16). Die Maf3einheit ist dabei ein Beispiel der
entsprechenden Grofle (Physikalisch — Technische -Bundesanstalt 2007, 6). Dieses Beispiel
wird so gewihlt, dass die Grofle mit einem positiven Vielfachen der entsprechenden Maflein-
heit beschrieben werden kann, wie Freudenthal anmerkt: "A measuring unit (m, kg, sec, m?,
or suchlike) is chosen in order to express each length, and so on, as a positive real multiple of
unit (Freudenthal 1983, 9). Dementsprechend wird die Gréf8enangabe mit Hilfe einer multi-
plikativen Verkniipfung von Mafleinheit und Mafizahl ausgedriickt (Frenzel & Grund 1991,
11; Kirsch 2004, 51 u. a.).

Linge wird im internationalen Einheitensystem (Systéme international d’unités, SI) per Kon-
vention als eine von sieben Basisgrofienarten definiert (Physikalisch — Technische — Bundes-
anstalt 2007, 7). Neben Masse, Zeit, Stromstédrke, Temperatur, Stoffmenge und Lichtstarke ist
damit Linge eine Grofle, die nicht durch andere Basisgrofien ausgedriickt werden kann. Fir
jede dieser Basisgroflen wird je eine Bezugsgrofe als Einheit festgelegt. Fiir die Basisgrofle
Linge wurde die Basiseinheit Meter bestimmt (z. B. Frenzel & Grund 1991a, 10).
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Grafik 2: Der Groflenbereich "Linge (GBL)"

1.2 Abstand und Linge aus mathematischer Sicht

Aus mathematischer Sicht konnen ,Lingen® als Merkmale verschiedener geometrischer Ob-
jekte beschrieben werden. Wie der Groflenbereich ,Linge“ (GBL) unterschiedlich auf grund-
legendere Begriffe zuriickgefithrt werden kann, ist in der Grafik dargestellt.

Dabei greift der Langenbegriff letztendlich stets auf den Begriff der Linge von Strecken zu-
riick, sodass dieser von fundamentaler Bedeutung fiir das Verstindnis des Gréflenbereichs
»Lange* ist. Strecken konnen auch iiber die euklidische Metrik definiert werden. Somit kann
diese ebenfalls als grundlegend fiir den Aufbau des Groéflenbereichs ,Linge (GBL-
Maf3funktion, GBL-Klassenbildung) angesehen werden.

Euklidische Metrik

Fiir eine beliebige Menge M nennt man eine Abbildung d: M x M — R{ eine Metrik (Ab-
standsfunktion), wenn folgende Bedingungen fiir beliebige a, b, c € M erfiillt sind (vgl. Scheid
2000, 419):

() d(a,b)=0a=hb (Identititsaxiom)
(2) d(a,b) = d(b,a) (Symmetrieaxiom)
(3) d(a,b) +d(b,c) = d(a,c) (Dreiecksungleichung)

Man nennt d(a, b) den ,Abstand“ oder die ,,Entfernung” der Punkte a, b (ebd.).
Abstinde sind dariiber hinaus nie negativ. Man kann also formulieren:

4) dx,y)=0

Die Positivitat misste nicht zusatzlich gefordert werden, da sie aus den anderen Eigenschaften
abgeleitet werden kann, sie ist aber allemal eine wesentliche Eigenschaft von Metriken.
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Diese axiomatische Festlegung des Abstandbegriffs erméoglicht die Festlegung eines Abstands
zwischen Elementen innerhalb einer beliebigen Menge M. Dabei kénnen innerhalb einer
Menge M auch unterschiedliche Metriken definiert werden. Fiir die folgenden Uberlegungen
ist die euklidische Metrik (Scheid 2000, 420) hilfreich, durch welche die Abstinde von Punk-
ten iiber deren Koordinaten definiert werden, wenn die Ebene durch ein Koordinatensystem
im R? bzw. der Raum durch ein Koordinatensystem im R identifiziert wird.

Die euklidische Metrik ordnet z. B. im Raum einem Punktepaar (P (x,y, z), P’ (x’,y’,2')) den
Abstand: d (P,P") = /(x'—=x)2+ (y' —y)? + (z' —2)? zu.

Fiir eine spitere Analyse des Laingenkonzepts ist diese spezielle Funktionsvorschrift des eukli-
dischen Abstands nicht so sehr von Bedeutung. Zentrale Hinweise fiir didaktische Uberlegun-
gen sind vielmehr von den Axiomen der Metrik selbst zu erwarten, da diese die mathematisch
wesentlichen Aspekte erfassen. Bemerkenswert an den Axiomen der Metrik ist dabei vor al-
lem, dass Abstinde zwischen zwei Punkten ,gemessen“ werden. Die Symmetrie sagt zudem
aus, dass es egal ist, ob ,,von P nach P’ oder von ,,P’ nach P gemessen wird. Die Dreiecksun-
gleichung erlaubt, dass unter bestimmten Umstinden Messprozesse in Teilschritte zerlegt
werden kénnen. Dies hingt unmittelbar mit dem Begriff der Strecke zusammen. In bestimm-
ten elementargeometrischen Konzeptionen werden Strecken [4, B] als Punktemengen defi-
niert, die aus den sogenannten ,zwischen A und B liegenden Punkten P bestehen (z. B.
Kirsch 1970, 40). Die Eigenschaft des Dazwischenliegens der Punkte P wird dadurch festge-
legt, dass fiir solche Punkte in der Dreiecksungleichung die Kleiner-Gleich-Bedingung sogar
zur Gleichheit verschirft werden kann, fiir diese also d(A4, P) + d(P, B) = d(4, B) gilt. Der
Streckenbegriff kann damit aus dem Metrikbegriff der euklidischen Metrik abgeleitet werden.

Auf Basis der Metrik konnen weitere zentrale Begrifflichkeiten im Zusammenhang mit dem
Langenbegriff gebildet werden. Es kénnen damit etwa sogenannte Isometrien bzw. Kongru-
enzabbildungen als geometrische Abbildungen festgelegt werden, die Abstinde zwischen be-
liebigen Punktepaaren invariant lassen. Die Kongruenzabbildungen wiederum liefern die Ba-
sis fiir den Begriff der Deckungsgleichheit bzw. Kongruenz von Figuren, indem man zwei Figu-
ren oder Korper als deckungsgleich bzw. kongruent bezeichnet, wenn sie durch eine Kongru-
enzabbildung aufeinander abgebildet werden konnen. Diese Betrachtungen spielen bei der
Beschreibung des Groflenbereichs eine wichtige Rolle, wie Grafik 2 entnommen werden kann.
Aber auch bei der Arbeit mit Reprasentanten (vgl. Kap. 1.4) haben sie eine zentrale Bedeu-
tung. Der Begriff der ,Metrik“ erweist sich damit als fundmental fiir den Langenbegriff.
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Groflenbereich ,,Lange“ iiber Maflfunktion (GBL-Maf}funktion)
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Grafik 3: Grof8enbereich ,,Lange” - Maf3funktion

Schmidt und Weiser (1986) beschreiben Groflen als Maf3system. Hierbei nimmt die soge-
nannte ,Maf3funktion® eine zentrale charakteristische Stellung ein (Nithrenbérger 2002, 15).
»Ein Mafsystem kann beschrieben werden als ein Tripel, bestehend aus einem Repréisentan-
tenbereich R, dem Zahlbereich IR* der positiven reellen Zahlen und einer Maf3funktion ¢ von
Rin IR%, die jedem Reprisentanten eine Maf3zahl zuordnet (Schmidt & Weiser 1986, 122).

Auf den Reprisentantenbereich wird in Kap. 1.4 detailliert eingegangen. Fiir die weiteren
Ausfithrungen ist zunichst nur entscheidend, dass er aus der Menge der konkreten Gegen-
stinde bzw. mathematischer Idealisierungen gebildet wird, in welcher eine Aquivalenzrelati-
on, eine Ordnungsrelation und eine additive Verkniipfung gegeben sind (vgl. Kap. 1.4).

Der Zahlbereich besteht aus der Menge der positiven reellen Zahlen.

Die Maf¥funktion definieren Schmidt & Weiser so, dass sie jedem Lingenreprésentanten aus
R eine positive reelle Zahl zuordnet und folgende Eigenschaften hat:

1. firjedesr,s e Rgilt: @ (rus)=¢ (r) + ¢ (s) Additivitat

2. fiirjedesr,s e Rgilt:r » s @ (r) > ¢ (s) Ordnungshomomorphie
3. fiirjedesr,s e Rgiltr~s< ¢ (r) =0 (s) Kanonizitat

4. es gibt ein roe R fiir das gilt: ¢ (ro) = 1 Existenz eines

Einheitsreprasentanten

Durch die Beschreibung der Groflen als Mafisystem wird jeder Linge eine reelle Zahl zuge-
ordnet. Das Messen mit dem Ziel, eine Mafszahl zu erhalten, steht hierbei also im Fokus.
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Groflenbereich ,,Lange“ iiber Klassenbildung (GBL-Klassenbildung)
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Grafik 4: Grof8enbereich ,,Lange - Klassenbildung

Kirsch (1970) entwickelt einen Groflenbegriff, den er in Analogie zu den Kardinalzahlen ab-
leitet. Er betrachtet Strecken als Punktemengen. Zur Beschreibung der Aquivalenzrelation
nutzt er die Kongruenz (Deckungsgleichheit) (a. a. O. 40). Grundlage des Kongruenzbegriffs
sind wiederum Isometrien. Die Kongruenz als Aquivalenzrelation ist reflexiv, symmetrisch,
transitiv und zerlegungsvertraglich.

AkgrA (Reflexivitat)
AkgrB = BkgrA (Symmetrie)
AkgrB,BkgrC = AkgrC (Transitivitat)

AkgrA',BkgrB',AnB=0¢,AUB=C,ANB =¢,AUB =C('
(Zerlegungsvertraglichkeit)

wobei 4,A’,B,B’,C € Aund Adas System aller Strecken des Anschauungsraumes darstellt
(a.a. 0.40). Die Kongruenz ermdglicht eine Einteilung der Strecken in Aquivalenzklassen
(vgl. Grafik 2).

Die Analogie zwischen dem Bereich der Mengen bzw. der natiirlichen Zahlen und den Lingen
bzw. deren Représentanten, den Strecken zeigt Kirsch in Grafik 5 auf.
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Grafik 5: Die Abstraktion von Strecken zu Lingen und die Analogie zu
Mengen und Zahlen (Kirsch 1970, 41)

Der Prozess der Klassenbildung bei Lingen wird z. B. als Messvorgang realisiert (Kirsch 2004,
52), wihrend er im Bereich der Zahlen durch die Anzahlbestimmung erfolgt. Den umgekehr-
ten Prozess bezeichnet Kirsch als Représentierung.

Weiter sind folgende Annahmen fiir die Relation ,kongruent® erfiillt (Kirsch 1970, 41): Fiir
A, B € A besteht stets genau einer der folgenden Fille:

1. AkgrB;

2. esgibt eine Menge A'mit A kgr A' € B;

3. esgibt eine Menge B'mit B kgr B’ c A.

Wobei man A’ und B’ so wihlen kann, dass A’ € A, B\ A' € Abzw.B' € A, A\ B' €
A . (ebd)

Ebenso gilt fiir das System der Strecken:

Fiir A, B € A gibt es stets eine Menge B’ € A mit den Eigenschaften:
B'kgr B, ANB' =@ und AU B' € A(ebd.)

Auf der Grundlage der vorangegangenen Ausfithrungen lisst sich eine Kleiner-Beziehung und
eine Addition definieren. Kirsch tibernimmt dabei die Definition ,wortlich“ aus dem Bereich
der Kardinalzahlen (ebd.): ,,Fiir a<b sagt man: a ist kleiner als b, kurz a<b“ (a. a. O. 22), wobei
aund b die Lange der Strecken A bzw. B bezeichnen.

Die Beschreibung der Addition, auf Langen {ibertragen, wére folgende:

a+b heifit die Summe der Langen a und b. Die Operation +, die aus je zwei Langen a und b
ihre Summe herstellt, heif$t die Addition. Diese lésst sich folgendermafien beschreiben: Be-
trachtet man zwei Strecken A und B und deren jeweilige Lange a und b, und AN B = @ und
AUB € A. Solche Strecken gibt es aufgrund der letzten Annahme. Dann gibt es ein
B'kgrB (also mit der Lange b),sodass AU B’ der Summe a+b entspricht (Kirsch 1970,
26, iibertragen auf Langen). Die Summe der Langen ist dabei eindeutig und unabhéngig von
den gewdhlten Reprasentanten.

Damit sind ,,geordnete Klassen“ mdglich, und diese wiederum sind Grundlage firr den Gro-
Benbereich (vgl. Grafik 2).

Bei der Beschreibung des Groflenbereichs ,Linge“ iiber Klassenbildung benutzt Kirsch so-
wohl den Begriff der ,Strecke® als auch den Begriff der ,,Kongruenz von Strecken“. Um die
Kongruenz von Figuren ,,wie z. B. Strecken zu definieren, greift man auf den Begriff der Iso-
metrie zuriick. Dieser wiederum fuf3t auf dem Begriff der Metrik (vgl. Grafik 2).
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Groflenbereich ,,Lange“ iiber axiomatische Beschreibung
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Grafik 6: Groflenbereich ,,Linge” - Axiomatische Beschreibung

Es findet sich noch eine weitere viel zitierte Beschreibung der Groflen (Kirsch 1970, vgl. auch
Frenzel & Grund 1991a; Griesel 1973; Nithrenborger 2002). Sie ist ein abstraktes Modell, wel-
ches als eine ,axiomatische Theorie eines inhaltlich im wesentlichen bekannten Begriffs- und
Aussagengefiiges [angesehen werden kann]. Man wihlt gewisse Begriffe, hier + und <, als
Grundbegriffe und wiahlt dazu gewisse Sitze, hier (Ass), (Komm), (Trich) und (Losb) als
Grundsitze, die man in diesem Zusammenhang auch Axiome nennt“ (Kirsch 1970, 45 Her-
vorhebungen im Original; vgl. auch Griesel 1973, 56).

Gegeben ist hierbei eine nichtleere Menge G, in der eine Verkniipfung ,+“ definiert ist. Das
bedeutet, dass der Verkniipfung von zwei Elementen a, b € G ein bestimmtes Element aus G
zugeordnet wird. Diese Verkniipfung heifit Addition (Kirsch 1970, 42f). In G ist zudem eine
Relation ,,<“ definiert. Das bedeutet, dass fiir zwei Elemente a, b € G fest steht, ob a < b ist
oder nicht. Die Relation heifit Kleiner-Beziehung (ebd. S. 43).

(G, +, <) heifit Groflenbereich, wenn folgende Regeln (Axiome) fiir beliebige a, bund c € G
gelten (Kirsch 1970, 43; vgl. auch Griesel 1973, 56; Greefrath 2010 u. a.):

1. Kommutativgesetzza+b=>b+a

2. Assoziativgesetz: a+ (b+c)=(a+b)+c

3. Trichotomiegesetz: Es gilt stets genau einer der drei Fille, entweder a < b oder b < a

oder a =b.

4. Losbarkeitsgesetz: a + x = b ist 16sbar mit x € G genau dann, wenn a < b.
Durch das vierte Gesetz, das Losbarkeitsgesetz, wird ein Charakteristikum der Gréflen be-
schrieben. Es kann nur positive Grolen geben. Damit ist die Subtraktion begrenzt und nur im
positiven Bereich ausfiihrbar (Blankenagel 1994, 107).



