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Vorwort    III 

 

 

Vorwort 
 

 

 

Messfehler, ihre Grösse, Mittelwerte, Streuung und Verteilung lernt der 

Student während seines Praktikums kennen und berechnen. Spätestens 

jedoch bei der ersten selbständigen experimentellen Arbeit erkennt er die 

Beschränktheit seiner Kenntnisse und die Notwendigkeit, sein Wissen zu 

erweitern und zu vertiefen. Später wird er die Bedeutung der Korrelation 

und Ausgleichsrechnung für gewisse seiner Resultate als entscheidend 

betrachten. Aus diesem Grunde hat Professor W. H. Heini Gränicher 

während Jahren an der ETH Zürich eine beachtete Vorlesung über das 

Gebiet der Messfehler gehalten. Mit dem neu vorliegenden Buch «Messung 

beendet — was nun?» hat er diese Tätigkeit bis ins Detail zur Darstellung 

gebracht. Es ist nicht von ungefähr, dass Professor Gränicher sich dieser 

Aufgabe mit Freude und Eifer widmete. Der Unterzeichnete kennt ihn seit 

bald vierzig Jahren und weiss, wie viel ihm als Physiker und Planer an 

Genauigkeit und Gewissenhaftigkeit liegt. Das Werk ist klar geschrieben 

und auch für den gestandenen Praktiker in Ingenieur- oder 

Naturwissenschaften als Nachschlagewerk sehr geeignet. Man kann ja 

nicht immer alles präsent haben, etwa die einfache Frage: «Was beinhaltet 

das dritte Moment einer Verteilung?» In diesem Sinne begleiten dieses 

Buch meine besten Wünsche. 

 

Hedingen, Sommer 1994 

 

 

         K. Alex Müller 

        (Nobelpreisträger für Physik, 1987) 
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1. Einleitung  (Inhaltsübersicht und Terminologie) 
 
 

Die Entwicklung der Naturwissenschaft und der auf sie aufbauenden Technik 

nahm ihren Anfang mit einer qualitativen Naturbeobachtung. Im Altertum 

und bis ins Mittelalter hat man sich damit im wesentlichen begnügt und aus 

diesen vordergründigen Beobachtungen eine Naturphilosophie aufgebaut. Ein 

entscheidend neuer methodischer Schritt wurde durch Galileo Galilei (1564 – 

1642) vollzogen, nämlich die Durchführung von Experimenten als aktive und 

quantitative Form der Naturbeobachtung. Dabei wird das Verhalten der Natur 

unter den für das Experiment geschaffenen Bedingungen durch Messungen 

zahlenmässig erfasst. Die erhaltenen Messergebnisse können dann mit Hilfe 

der Mathematik zu sogenannten «Naturgesetzen» zusammengefasst werden, 

welche auf die Frage «Wie verhält sich die Natur?» Antwort geben. 

 

Seit Galilei kann man folglich die Physik als Wissenschaft des Messens be-

zeichnen. Andere Gebiete der Naturwissenschaften haben sich ebenfalls in 

diese Richtung entwickelt und insbesondere haben die Ingenieurwissenschaf-

ten darauf aufgebaut: Alle diese Disziplinen stützen sich wesentlich auf die in 

der Physik entwickelte Mess- und Experimentiertechnik ab. Für die Verdich-

tung von experimentellen Ergebnissen zu Naturgesetzen, für die Bestätigung 

oder Widerlegung von theoretischen Hypothesen und für zahllose Anwendun-

gen in technischen und naturwissenschaftlichen Bereichen ist die Frage der 

Zuverlässigkeit von Messresultaten, d.h. die Beherrschung der Probleme der 
Messfehler von entscheidender Bedeutung,  denn einem Ergebnis von ungenü-

gender oder zweifelhafter Genauigkeit kommt kein Nutzwert zu. 

 

Die vorliegende Monographie hat zum Ziel, als ein kurzgefasstes Lehrbuch 

angehende Experimentatoren in die für alle Disziplinen geltenden Probleme 

der Auswertung und Planung von Messungen einzuführen. Darüber hinaus 

soll sie als handliches Nachschlagewerk für die praktische Arbeit im Labora-

torium dienen können. Breiten Raum nimmt die Behandlung der zufälligen 

Fehler (zufällige Messabweichungen) ein, welche mit den Methoden der 

mathematischen Statistik angegangen werden können. Es soll somit ein 

Zugang zu diesen Methoden als Werkzeug des praktisch arbeitenden Forschers 

vermittelt werden. 

 

Die heutige Messtechnik macht immer mehr Gebrauch von einer digitalen 

Erfassung der Messwerte, welche mit einem Computer ersten Um- und Aus-

rechnungen unterworfen werden. Wenn dadurch der Experimentator weitge-

hend mühsamer Arbeit entbunden wird, so bedarf er dennoch eines Verständ-

nisses dafür, welche statistische Grundlagen den einprogrammierten Aus-

werte- und Ausgleichsverfahren zugrunde liegen. Denn nur gestützt auf ein 
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solches Verständnis ist der Experimentator in der Lage, die Zahlenwerte, die 

ihm der Computer liefert, richtig und sachgerecht zu interpretieren. 

 

1.1 Inhaltsübersicht 

 

Wie beim Experiment als Überbegriff stellt das «Messen» eine zielgerichtete 

Tätigkeit dar, bei der für die zu messende physikalische Grösse (Messgrösse) 

unter definierten Bedingungen das quantitative Verhältnis zur Einheit der 

physikalischen Dimension bestimmt wird. Auch bei peinlicher Einhaltung der 

Messbedingungen treten – gewissermassen naturgesetzlich – Abweichungen 

unter den erhaltenen Messwerten auf.  

Systematische Effekte, wie z.B. durch mangelhafte Messgeräte, treten bei wie-

derholten Beobachtungen mit gleichen Betrag und Vorzeichen auf. Diese 

systematischen Abweichungen (Messfehler) lassen sich grundsätzlich nie völlig 

ausschliessen; durch geeignete Massnahmen sind sie aber weitgehend ver-

meidbar oder auszukorrigieren (Kap. 2). Messwiederholungen geben zwar 

keine Hinweise auf die vorgenannten systematischen Effekte, führen aber 

wegen unvermeidbarer zufälliger Effekte zu Serien von Messwerten, die – wie 

Stichproben in der Statistik – eine Streuung aufweisen. Die Methoden der 

mathematischen Statistik, wie sie ab Kap. 3 dargestellt werden, gestatten 

Bestwerte (Schätzwerte) für die gesuchte Messgrösse und für ihre Streuung 

(Standardabweichung, Varianz) zu erhalten. Wie man die Schlussresultate von 

Messungen mit den zugehörigen Unsicherheiten korrekt angeben soll, 

schildert Kap. 9, insbesondere Abschnitt 9.3.  

Oft ist indessen die gesuchte Grösse eine Funktion mehrerer Messgrössen. 

Dann lässt sich durch Fortpflanzungsgesetze (Abschnitte 2.4, 3.9 und 8.3) 

berechnen, wie sich die Unsicherheiten der verschiedenen Messgrössen auf die 

gesuchte Grösse auswirken. 

 

Die nachfolgend in diesem Buche vermittelten Kenntnisse sind in zwei ver-

schiedenen Situationen der Praxis wichtig, nämlich  

— einerseits nach Abschluss der Messungen, wenn es um die korrekte Aus-

wertung der Daten geht – eine Situation, welche der gewählte Buchtitel in 

den Vordergrund stellt –, und 

— anderseits den Messungen  vorauslaufend,  d.h. bei der Planung von einzel-

nen Experimenten (siehe Abschn. 9.4) und bei der Neuentwicklung hoch-

wertiger Produkte. Bei der Konzipierung des Produktionsablaufs, der 

Erprobung des neuen Produkts und den zugehörigen Messverfahren zur 

Gewährleistung der Produktspezifikationen (Qualitätssicherung) ist ein 

erfolgreiches präventives «Fehlermanagement» von grösster Bedeutung. 
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1.2 Grobe Fehler 

 

Im ganzen folgenden Buchtext wird stillschweigend vorausgesetzt, dass alle 

Messdaten frei sind von groben Fehlern, wohlwissend dass diese Fehlerart 

in Wirklichkeit nicht so selten ist. Wir verstehen unter groben Fehlern Irrtü-

mer, Fehlüberlegungen oder Missverständnisse bei der Bedienung und Able-

sung der Messinstrumente (z.B. auch falsche Messbereichseinstellung), bei der 

Protokollierung von Messdaten, Rechen- und Vorzeichenfehler, Programmier-

fehler in den Auswerteprogrammen und dgl. mehr. Gegen solche Fehler hilft 

nur äusserste Sorgfalt (Selbstdisziplin!) sowie Überprüfungen und Kontrollen, 

vorteilhafterweise durch eine zweite Person. In der Unsicherheit, die jedem  

Schlussergebnis von Messungen beizugeben ist, können und sollen keine 

Anteile von groben Fehlern enthalten sein! 

 

1.3 Auswertekonzepte und Terminologie 

 

In der Statistik sind seit jeher vielfach synonyme Begriffe verwendet worden, 

welche oft auch je nach Anwendungsgebiet variieren. So war und ist in der 

Physik der Begriff «mittlerer Fehler» als gleichbedeutend mit «Standardabwei-

chung» noch im Gebrauch. Seit etwa 1980 wurden in Normenwerken wie z.B. 

deutsche Industrienorm (DIN 1319) geänderte Begriffe eingeführt. Um Ver-

wechslungen mit dem Begriff «Fehler» im Bereiche der Qualitätsprüfung aus-

zuschliessen wurde – »gegen den Widerstand von Seiten der Messtechnik« 

(Zitat aus DIN 1319–3, Seite 13, 1983) –  mit einer etwa seit C.F. Gauss beste-

henden Tradition gebrochen und statt «Messfehler oder kurz: Fehler» der 

Begriff «Messabweichung» eingeführt.  

 

Ebenfalls seit etwa 1980 ist ein internationaler Konsens durch Zusammen-

arbeit der wichtigsten metrologischen Institutionen unter dem «Dach» der ISO 

(International Standards Organisation, Geneva) zustande gekommen, welcher 

im «Guide to the expression of uncertainty in measurement» umfassend darge-

legt ist. Er wird im folgenden als «ISO Guide» zitiert. Erstmals 1993  publi-

ziert, liegt dieser «ISO Guide» nun in einem korrigierten Nachdruck von 1995 

vor. Eine Literaturliste aktueller Normenwerke ist im Anhang E zu finden. 

Die Arbeiten der CODATA genannten Kommission für die Bestimmung aus-

geglichener Werte der universellen physikalischen Konstanten sind anfangs 

der Achtzigerjahre unter Vorwegnahme des Konzepts und der Terminologie 
des ISO Guide ausgeführt worden (� Kap. 8.4 und Anhang D). 

 

Worauf stützt sich das neue  Begriffskonzept? Wie im Kap. 9 eingehender dar-

gestellt wird, werden im ISO Guide die ideellen (hypothetischen) Begriffe 

«wahrer Wert» und «Fehler»  – in strengem Sinne verstanden – abgelehnt. Das 

neue Konzept gründet im Sinne eines operationalen Vorgehens ausschliesslich 
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auf messbaren und empirisch bestimmbaren Grössen. Für das Schlussergebnis 

und die zugehörige Genauigkeitsangabe können nur Schätzwerte (im Sinne 

der Statistik) angegeben werden. Die Genauigkeitsangabe ist stets eine zwar 

quantifizierbare Unsicherheit  (engl.: uncertainty). Dieser Begriff soll jedoch 

zum Ausdruck bringen, dass Zweifel darüber bestehen, wie gut das Schlusser-

gebnis den Wert der zu messenden Grösse repräsentiert. Neu ist im ISO Guide 

die Unterteilung der Unsicherheitsbeiträge in zwei Typen A (auf statistischer 

Analyse beruhend) und B (auf andere Weise bestimmte Beiträge) sowie  ihre 

konsequente Vereinigung zu einer kombinierten Unsicherheit auf der Grund-

lage gleicher Vertrauenswahrscheinlichkeit (Additivität der Varianzen). 

 

Im vorliegenden Buch werden – auch aus didaktischen Gründen – bisherige 

konventionelle, empirische  Begriffe  vor allem in den Kapitel 2 und 3 verwen-

det. In Fällen, wo Unterschiede der Bezeichnungen bestehen, werden die 

Alternativen  dazugeschrieben und zwar, wie das Beispiel von Seite 3–10 zeigt, 

jeweilen in folgender Weise: Die Begriffe «empirische Standardabweichung» 

und «mittlerer Fehler der Messwerte» sind als Synonyme nebeneinander 

gestellt. Der in den ISO-Normen verwendete Begriff wird als «(ISO: standard 

deviation)» angegeben, während der entsprechende Begriff der DIN-Norm als 

«(DIN 1319–1: Wiederholstandardabweichung)» zitiert wird. Zu betonen ist, dass -

unabhängig von den Konzepten und sprachlichen Begriffen (traditionell oder 

modern) - bei der Auswertung von Messungen stets die gleichen Daten und der 

gleiche mathematische Formalismus angewendet werden. 

 

Der Vereinheitlichung der Begriffe und Methoden der Planung und Auswer-

tung von Messungen sowie der Darstellung der Schlussergebnisse kommt 

grosse wissenschaftliche, aber auch wirtschaftliche und juristische Bedeutung 

zu. Es ist daher erwünscht, dass zwischen nationalen und internationalen 

Normenwerken noch bestehende Divergenzen eliminiert werden, ein Postulat, 

welches in einigen Jahren verwirklicht sein dürfte. 
 

1.4 Praktische Hinweise für den Leser 

 

Zur Illustration werden einfache Beispiele, meist aus der Physik, herangezo-

gen. Zum Zwecke der Abgrenzung gegenüber dem Haupttext werden sie in 

einer anderen Schrift dargestellt (Helvetica). Der Leser, der hauptsächlich an der 

Darlegung der statistisch-mathematischen Methoden interessiert ist, kann sol-

che Teile überspringen. Um die Verwendung als Nachschlagewerk zu erleich-

tern, sind in jeder Kopfzeile der Name des Kapitels angegeben und die Seiten-

zahlen mit der Kapitelnummer versehen (z.B. 4 – 12). Jedes neue Kapitel be-

ginnt stets mit der Seite 1 und zwar rechts, wenn man das Buch aufschlägt.  
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��������!� nennen wir solche Fehleranteile, welche bei Wiederholungen einer 

Messung unter identischen Messbedingungen einen konstanten Wert besitzen, 

d.h. jedesmal in gleicher Grösse und mit gleichem Sinn (Vorzeichen) auftreten. 

Aus dieser Definition folgt, dass systematische Fehler durch Wiederholungen 

der Einzelmessung weder erkannt noch eliminiert werden können. Solche 

Wiederholungen unter festgehaltenen Messbedingungen führen aber nicht 

jedesmal zu gleichen Messwerten (engl.: observed value); vielmehr treten 

Abweichungen auf, welche nach Betrag und Vorzeichen zufallsbedingt schwan-

ken. Diese statistisch schwankenden Messfehleranteile nennt man zufällige 
Messfehler �������
�"��������#�������������$�%&''��������
�����������!. Sie lassen 

sich mit den Methoden der statistischen Mathematik behandeln, was in den 

Kapiteln 3 bis 8 ausführlich dargestellt wird. 

 

In den nun folgenden Abschnitten werden verschiedene Arten und mögliche 

Ursachen systematischer Fehler dargestellt. Daraus ergeben sich Möglichkei-

ten zu ihrer Entdeckung und Vermeidung oder ihrer Verkleinerung durch 

Anbringen von Korrekturen (�����������
���#�������������(����)
���) auf ein dem 

behandelten Problem entsprechendes Mindestmass oder – in andern Fällen – 

auf so kleine Werte, dass sie im Vergleich zu den Unsicherheiten anderer 

Messgrössen vernachlässigbar sind. 
 
 

�������	������	
����
�	���	��	��

�

�������
�	��	�������	�

�

Ein gut konzipiertes Experiment in den experimentellen Naturwissenschaften 

ist gekennzeichnet durch eine weitgehende Isolierung des zu untersuchenden 

Systems von störenden äusseren Einflüssen, so dass sich nur geplante Ände-

rungen von einem oder wenigen Parametern auf die zu messenden Grössen 

auswirken können. Jede ungewollte Einwirkung der Umgebung auf die Ver-

suchsanordnung führt zu einem fehlerhaften Ergebnis. Eine Hauptaufgabe des 

Experimentators besteht deshalb darin, durch eine genaue Analyse des Mess-

verfahrens solche Fehlerquellen zu entdecken und durch geeignete Führung 

des Experiments störende Einflüsse entweder auszuschalten, zu reduzieren 

oder nachträglich rechnerisch durch Korrekturen� zu berücksichtigen ������

������
���#�������������(����)
���!*�
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Rückwirkungen der Messgeräte auf das zu untersuchende System lassen sich 

grundsätzlich nie ausschliessen.  
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Im Gegensatz dazu sind die Wechselwirkungen zwischen dem zu untersuchen-

den System und den Messgeräten des Beobachters in Fällen, die der Quanten-

mechanik gehorchen, vielfach so gross, dass die Messbarkeit grundsätzlich 

eingeschränkt ist (Heisenbergsche Unschärfenrelation). 
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In einer Systematik der Fehler müssen auch die verschiedenartigen Fehler der 

Messgeräte selbst erwähnt werden. Neben Konstruktions- und Fabrikations- 

fehlern wie etwa die Nichtlinearität (z.B. eines Mikrometers) ist auch mit 

Justier- und Eich- (Kalibrier-)fehler zu rechnen. Gewisse Messvorrichtungen 

können im Laufe der Zeit durch Zunahme der Reibung in den Lagern und Kor-

rosion oder durch altersbedingte Änderungen z.B. der elastischen Eigenschaf-

ten der Materialien schlecht werden. Meist lässt sich auch ein gewisses Lager- 

und Getriebespiel nicht ganz vermeiden. Ein solcher Hysteresefehler des 
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Messinstruments kann aber verkleinert werden, indem man sich dem 

Messwert jeweils von der gleichen Seite her nähert. Sofern solche 

Instrumentenfehler während der Dauer des Experimentes nicht konstant sind, 

liefern sie auch Beiträge zu den zufälligen Fehlern. 
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Grundsätzlich ist anzustreben, dass für Messungen hoher Präzision Messin-

strumente mit beweglichem Messystem als Nullindikatoren oder nur zu Diffe-

renzmessungen verwendet werden und nicht für direkte Absolutmessungen. 

Ist die absolute Genauigkeit eines Messgeräts wesentlich, so ist seine Eichung 

oft zu überprüfen. 
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Systematische Messfehler können ihre Ursache in einem ungenügenden theo-

retischen Verständnis des Messvorganges haben. Die Bestimmung der Lichtge-

schwindigkeit aus der Frequenz und der Wellenlänge von Mikrowellen in Luft 

kann nur dann ein exaktes Resultat ergeben, wenn der Brechungsindex der 

Luft berücksichtigt wird. Bei der c-Messung aus Laufzeit und Distanz (Echo-

methode) muss ausserdem der Unterschied zwischen Signal- und Phasenge-

schwindigkeit, d.h. die Dispersion des Brechungsindexes in Rechnung gesetzt 

werden. Weitere Beispiele siehe Abschnitt 2.3.1. 

 

Eine weitere Art menschlicher Unzulänglichkeit wird treffend mit dem engli-

schen Wort «bias» bezeichnet, was in diesem Zusammenhang mit «Voreinge-

nommenheit» übersetzt werden kann (Bias = Vorspannung in elektronischen 

Schaltungen). Eine Form von «bias» ist die mangelnde Objektivität den eigenen 

Messungen gegenüber («Wunschbeobachtungen»). Man hat auch jene «syste-

matischen Fehler des Experimentators» dazu zu zählen, die etwa durch 

regelmässige Parallaxe beim Ablesen von Zeigerinstrumenten unter annä-

hernd gleichem Winkel oder ggf. durch Farbenblindheit hervorgerufen werden 

können (Beobachtungsfehler). Nicht einseitig gerichtete Einflüsse des Beob-

achters (z.B. bei der Ablesung) ergeben Beiträge zu den Zufallsfehlern. 
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Die zu verwendende Messmethode ist einer genauen Analyse zu unterziehen, 

um abzuklären, ob die dem Messvorgang selbst zugrundeliegende Theorie in 

allen Teilen gesichert ist. Ist dies nicht der Fall, so müssen oft Zusatzexperi-

mente durchgeführt werden oder die Theorie muss viel gründlicher erarbeitet 

werden. Ein vertieftes theoretisches Verständnis wird meist erst später bei 

weiteren Fortschritten in einem allgemeineren Rahmen  gewonnen. 
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Grundsätzlich sollen stets auch diejenigen experimentellen Parameter variiert 

werden, welche aufgrund der Theorie (oder Arbeitshypothese) des Messvor-

gangs keinen  Einfluss auf die unbekannte Messgrösse haben sollten. 


