
Differentialgleichungen 
als zentraler Bestandteil 
der theoretischen Physik 

Harmonischer Oszillator, 
Wellengleichung und Korteweg-de-
Vries-Gleichung 

Eva Maria Hickmann 



BestMasters



Mit „BestMasters“ zeichnet Springer die besten Masterarbeiten aus, die an renom- 
mierten Hochschulen in Deutschland, Österreich und der Schweiz entstanden sind. 
Die mit Höchstnote ausgezeichneten Arbeiten wurden durch Gutachter zur Veröf- 
fentlichung empfohlen und behandeln aktuelle Themen aus unterschiedlichen  
Fachgebieten der Naturwissenschaften, Psychologie, Technik und Wirtschaftswis- 
senschaften. Die Reihe wendet sich an Praktiker und Wissenschaftler gleicherma- 
ßen und soll insbesondere auch Nachwuchswissenschaftlern Orientierung geben.

Springer awards “BestMasters” to the best master’s theses which have been com- 
pleted at renowned Universities in Germany, Austria, and Switzerland. The studies 
received highest marks and were recommended for publication by supervisors.  
They address current issues from various fields of research in natural sciences, 
psychology, technology, and economics. The series addresses practitioners as well  
as scientists and, in particular, offers guidance for early stage researchers.

Weitere Bände in der Reihe http://www.springer.com/series/13198



Eva Maria Hickmann

Differentialgleichungen 
als zentraler Bestandteil 
der theoretischen Physik
Harmonischer Oszillator, 
Wellengleichung und Korteweg-de-
Vries-Gleichung



Eva Maria Hickmann
Fachbereich 08 – Institut für Kernphysik 
Johannes Gutenberg-Universität 
Mainz, Deutschland

ISSN 2625-3577 ISSN 2625-3615 (electronic)
BestMasters 
ISBN 978-3-658-29897-5  ISBN 978-3-658-29898-2 (eBook)
https://doi.org/10.1007/978-3-658-29898-2

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen National-
bibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet über http://dnb.d-nb.de abrufbar.

© Der/die Herausgeber bzw. der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch Springer Fachmedien 
Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2020
Das Werk einschließlich aller seiner Teile ist urheberrechtlich geschützt. Jede Verwertung, die 
nicht ausdrücklich vom Urheberrechtsgesetz zugelassen ist, bedarf der vorherigen Zustimmung 
des Verlags. Das gilt insbesondere für Vervielfältigungen, Bearbeitungen, Übersetzungen, 
Mikroverfilmungen und die Einspeicherung und Verarbeitung in elektronischen Systemen.
Die Wiedergabe von allgemein beschreibenden Bezeichnungen, Marken, Unternehmensnamen 
etc. in diesem Werk bedeutet nicht, dass diese frei durch jedermann benutzt werden dürfen. Die 
Berechtigung zur Benutzung unterliegt, auch ohne gesonderten Hinweis hierzu, den Regeln des 
Markenrechts. Die Rechte des jeweiligen Zeicheninhabers sind zu beachten.
Der Verlag, die Autoren und die Herausgeber gehen davon aus, dass die Angaben und Informa-
tionen in diesem Werk zum Zeitpunkt der Veröffentlichung vollständig und korrekt sind.  
Weder der Verlag, noch die Autoren oder die Herausgeber übernehmen, ausdrücklich oder 
implizit, Gewähr für den Inhalt des Werkes, etwaige Fehler oder Äußerungen. Der Verlag bleibt 
im Hinblick auf geografische Zuordnungen und Gebietsbezeichnungen in veröffentlichten Karten 
und Institutionsadressen neutral.

Springer Spektrum ist ein Imprint der eingetragenen Gesellschaft Springer Fachmedien Wiesbaden 
GmbH und ist ein Teil von Springer Nature.
Die Anschrift der Gesellschaft ist: Abraham-Lincoln-Str. 46, 65189 Wiesbaden, Germany



Danksagung
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Studium vermutlich nicht so erfolgreich gewesen. Dafür danke ich euch
sehr.

Zuletzt danke ich allen Kommilitoninnen und Kommilitonen für die
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3.1 Was ist eine gewöhnliche Differentialgleichung? . . . . 23
3.2 Der harmonische Oszillator . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2.1 Die freie Schwingung idealisiert . . . . . . . . . 27
3.2.2 Die freie Schwingung mit Dämpfung . . . . . . 30
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1 Einleitung

Wie der Titel verrät, beschäftigt sich diese Arbeit mit Differential-
gleichungen in der Physik. Genauer gesagt werden beispielhaft die
drei Differentialgleichungen Schwingungsgleichung, Wellengleichung
und Korteweg-de-Vries-Gleichung diskutiert und anhand dieser Bei-
spiele allgemeine Methoden und Herangehensweisen zur Lösung von
Differentialgleichungen herausgearbeitet.

Es stellt sich die Frage, wieso wir uns überhaupt mit Differentialglei-
chungen und deren Lösungsmethoden in einer physikalischen Arbeit
beschäftigen. Diese Frage beantwortet sich jedoch sehr schnell, wenn
wir die eigentliche Aufgabe der Naturwissenschaft Physik betrachten,
welche darin besteht, Gesetzmäßigkeiten zu finden, die die Natur be-
schreiben. Dabei sind die zeitlich und örtlich veränderlichen Zustände
der Natur viel interessanter als die zeitlich und örtlich konstanten.

Schließlich ist beispielsweise die Bewegung eines großen Steins unter
der Annahme, dass keine extremen Unwetter auftreten und kein
Mensch oder Tier den Stein wegbewegt, schnell beschrieben, denn
dieser Stein befindet sich für alle Zeiten an einem festen Ort ~x′. Wir
können also den Ort des Steins in Abhängigkeit von der Zeit t mit
~x(t) = ~x′ = konstant angeben.

Betrachten wir aber alternativ ein Blatt, das auf einem Fluss treibt,
und nehmen wieder an, dass keine Umweltfaktoren das Blatt von der
Oberfläche des Flusses entfernen, so benötigen wir zur Beschreibung
der Bewegung eine viel kompliziertere Gleichung. Zwar können wir an-
nehmen, dass sich das Blatt mit der gleichen Geschwindigkeit wie das
Wasser im Fluss bewegt, allerdings ist diese Geschwindigkeit abhängig
von verschiedenen Faktoren wie zum Beispiel der Wasserhöhe oder
der Flussbreite. Das bedeutet, die Fließgeschwindigkeit ist abhängig
vom Ort, und dieser ist wiederum abhängig von der Zeit. Wenn alle
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2 1 Einleitung

Einflüsse auf die Fließgeschwindigkeit bekannt sind, kann eine Diffe-
rentialgleichung aufgestellt werden, deren Lösung die Bewegung des
Blattes beschreibt.

Wir haben an diesem kleinen Beispiel gesehen, dass wir Differen-
tialgleichungen benötigen, um viele Phänomene, Bewegungen oder
Zustände in der Natur zu beschreiben, die sich zeitlich und/oder örtlich
verändern. Da diese die wirklich interessanten Fälle sind, bilden Dif-
ferentialgleichungen einen zentralen Bestandteil der (theoretischen)
Physik. Aufgrund ihrer großen Bedeutung schauen wir uns im Haupt-
teil dieser Arbeit einige Differentialgleichungen an. Vorher gibt es für
die Leserinnen und Leser, die mit den benötigten mathematischen
Methoden nicht vertraut sind, ein Kapitel, das diese zusammenfasst.



2 Wissenswertes aus der
Mathematik

In diesem Kapitel werden verschiedene mathematische Konzepte
erläutert, die später bei der Lösung von Differentialgleichungen hilf-
reich sein werden. Neben der komplexen Integration sowie der Delta-
Funktion wird insbesondere die Fourier-Transformation beleuchtet,
deren Grundlage die Fourier-Reihen darstellen. Außerdem ist die
Kenntnis der Bedeutung von orthogonalen Funktionen wichtig. Aus
diesem Grund werden diese nun zuerst kurz behandelt.

2.1 Orthogonale Funktionen

Wir interpretieren im Folgenden den Raum der Funktionen als einen
Vektorraum V . Das bedeutet, dass wir uns jede Funktion als einen
Vektor im unendlich-dimensionalen Vektorraum vorstellen. Nur so
können wir den Begriff der orthogonalen Funktionen definieren.

Damit die Definition der orthogonalen Funktionen mathematisch
korrekt gelingt, genügt es nicht, einen beliebigen Vektorraum V zu
betrachten. Wir benötigen stattdessen (mindestens) einen Prä-Hilbert-
Raum (vgl. Bronstein u. a. (2013)).

Definition 1 (Prä-Hilbert-Raum). Ein Vektorraum V über dem
Körper K (wir arbeiten im Folgenden mit K = C) heißt Prä-Hilbert-
Raum bzw. Raum mit Skalarprodukt, wenn jedem Paar von Elementen
x, y ∈ V eine Zahl 〈x, y〉 ∈ K, das Skalarprodukt von x und y, zugeord-
net ist, sodass die folgenden Bedingungen (Axiome des Skalarprodukts)
gelten:

© Der/die Herausgeber bzw. der/die Autor(en), exklusiv lizenziert durch 
Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2020
E. M. Hickmann, Differentialgleichungen als zentraler Bestandteil der theoretischen 
Physik, BestMasters, https://doi.org/10.1007/978-3-658-29898-2_2

http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=/https://doi.org/10.1007/978-3-658-29898-2_2&domain=pdf


4 2 Wissenswertes aus der Mathematik

H1 〈x, x〉 ≥ 0, insbesondere 〈x, x〉 ∈ R und 〈x, x〉 = 0 genau dann,
wenn x = 0,

H2 〈x, αy〉 = α〈x, y〉,

H3 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉,

H4 〈x, y〉 = 〈y, x〉∗,

wobei x, y, z ∈ V , α ∈ K und v∗ das komplex Konjugierte von v ist
(vgl. Bronstein u. a. (2013)).

Da uns der Prä-Hilbert-Raum nur vorübergehend genügt, definieren
wir an dieser Stelle schon den Hilbert-Raum, der später in diesem
Kapitel eine große Rolle übernehmen wird.

Definition 2 (Hilbert-Raum). Ein vollständig unitärer Raum mit
Skalarprodukt heißt Hilbert-Raum (vgl. Bronstein u. a. (2013)).
Wir bezeichnen einen Hilbert-Raum als separabel, wenn seine Dimen-
sion höchstens abzählbar-unendlich ist (vgl. Wong (1994)).

Dazu ergänzend sei gesagt, dass wir einen normierter Raum unitär
nennen, wenn wir in ihm ein Skalarprodukt einführen können, welches
durch ‖ x ‖=

√
〈x, x〉 mit der Norm verknüpft ist (vgl. Bronstein u. a.

(2013)). Weiter bedeutet nach Rudin (1999) vollständig, dass jede
Cauchyfolge in diesem Raum gegen ein Element aus diesem Raum
konvergiert.

Definition 3 (Orthogonale Elemente). Sei V (mindestens) ein Prä-
Hilbert-Raum. Nach Bronstein u. a. (2013) heißen zwei Elemente
x, y ∈ V orthogonal, wenn

〈x, y〉 = 0. (2.1)

Diese Definition ist sehr allgemein für Elemente eines Prä-Hilbert-
Raums. Wir benötigen im Folgenden jedoch orthogonale Funktionen.
Daher betrachten wir nun Räume im Sinne von Definition 4.
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Definition 4 (Raum der quadratintegrierbaren Funktionen). Als
die Menge L2[a, b] aller auf I = [a, b] quadratintegrierbaren, reellen
oder komplexen Funktionen bezeichnen wir die Menge der Funktionen
{f(x)}, die die Gleichung∫ b

a
dx|f(x)|2 <∞ (2.2)

erfüllen (vgl. (Bronstein u. a., 2013)).

Dieser Raum der quadratintegrierbaren Funktionen ist ein Hilbert-
Raum, was aus dem folgenden Satz mit Beweis folgt.

Satz 1. Seien f, g ∈ L2[a, b]. Dann erfüllt das Skalarprodukt

〈f, g〉 =

∫ b

a
dxf∗(x)g(x) (2.3)

die Axiome des Skalarprodukts aus Definition 1. Des Weiteren lässt
sich der Raum L2[a, b] bezüglich dieses Skalarprodukts normieren und
ist vollständig. Er ist also ein Hilbert-Raum.


