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1 Einleitung

Wie der Titel verrét, beschéftigt sich diese Arbeit mit Differential-
gleichungen in der Physik. Genauer gesagt werden beispielhaft die
drei Differentialgleichungen Schwingungsgleichung, Wellengleichung
und Korteweg-de-Vries-Gleichung diskutiert und anhand dieser Bei-
spiele allgemeine Methoden und Herangehensweisen zur Lésung von
Differentialgleichungen herausgearbeitet.

Es stellt sich die Frage, wieso wir uns {iberhaupt mit Differentialglei-
chungen und deren Lésungsmethoden in einer physikalischen Arbeit
beschiftigen. Diese Frage beantwortet sich jedoch sehr schnell, wenn
wir die eigentliche Aufgabe der Naturwissenschaft Physik betrachten,
welche darin besteht, GesetzméBigkeiten zu finden, die die Natur be-
schreiben. Dabei sind die zeitlich und 6rtlich verédnderlichen Zustédnde
der Natur viel interessanter als die zeitlich und 6rtlich konstanten.

Schliefllich ist beispielsweise die Bewegung eines grofien Steins unter
der Annahme, dass keine extremen Unwetter auftreten und kein
Mensch oder Tier den Stein wegbewegt, schnell beschrieben, denn
dieser Stein befindet sich fiir alle Zeiten an einem festen Ort Z’. Wir
konnen also den Ort des Steins in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ mit
Z(t) = @' = konstant angeben.

Betrachten wir aber alternativ ein Blatt, das auf einem Fluss treibt,
und nehmen wieder an, dass keine Umweltfaktoren das Blatt von der
Oberfldache des Flusses entfernen, so benétigen wir zur Beschreibung
der Bewegung eine viel kompliziertere Gleichung. Zwar kénnen wir an-
nehmen, dass sich das Blatt mit der gleichen Geschwindigkeit wie das
Wasser im Fluss bewegt, allerdings ist diese Geschwindigkeit abhéngig
von verschiedenen Faktoren wie zum Beispiel der Wasserhéhe oder
der Flussbreite. Das bedeutet, die FlieSgeschwindigkeit ist abhéngig
vom Ort, und dieser ist wiederum abhéngig von der Zeit. Wenn alle
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2 1 Einleitung

Einfliisse auf die FlieBgeschwindigkeit bekannt sind, kann eine Diffe-
rentialgleichung aufgestellt werden, deren Losung die Bewegung des
Blattes beschreibt.

Wir haben an diesem kleinen Beispiel gesehen, dass wir Differen-
tialgleichungen benoétigen, um viele Phédnomene, Bewegungen oder
Zusténde in der Natur zu beschreiben, die sich zeitlich und /oder ortlich
verdndern. Da diese die wirklich interessanten Fille sind, bilden Dif-
ferentialgleichungen einen zentralen Bestandteil der (theoretischen)
Physik. Aufgrund ihrer grofien Bedeutung schauen wir uns im Haupt-
teil dieser Arbeit einige Differentialgleichungen an. Vorher gibt es fiir
die Leserinnen und Leser, die mit den benétigten mathematischen
Methoden nicht vertraut sind, ein Kapitel, das diese zusammenfasst.
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2 Wissenswertes aus der
Mathematik

In diesem Kapitel werden verschiedene mathematische Konzepte
erldutert, die spéter bei der Losung von Differentialgleichungen hilf-
reich sein werden. Neben der komplexen Integration sowie der Delta-
Funktion wird insbesondere die Fourier-Transformation beleuchtet,
deren Grundlage die Fourier-Reihen darstellen. Auflerdem ist die
Kenntnis der Bedeutung von orthogonalen Funktionen wichtig. Aus
diesem Grund werden diese nun zuerst kurz behandelt.

2.1 Orthogonale Funktionen

Wir interpretieren im Folgenden den Raum der Funktionen als einen
Vektorraum V. Das bedeutet, dass wir uns jede Funktion als einen
Vektor im unendlich-dimensionalen Vektorraum vorstellen. Nur so
konnen wir den Begriff der orthogonalen Funktionen definieren.

Damit die Definition der orthogonalen Funktionen mathematisch
korrekt gelingt, geniigt es nicht, einen beliebigen Vektorraum V' zu
betrachten. Wir benétigen stattdessen (mindestens) einen Pré-Hilbert-
Raum (vgl. Bronstein u.a. (2013)).

Definition 1 (Pré-Hilbert-Raum). FEin Vektorraum V' iber dem
Korper K (wir arbeiten im Folgenden mit K = C) heifit Prd-Hilbert-
Raum bzw. Raum mit Skalarprodukt, wenn jedem Paar von Elementen
x,y € V eine Zahl (x,y) € K, das Skalarprodukt von x und y, zugeord-
net ist, sodass die folgenden Bedingungen (Aziome des Skalarprodukts)
gelten:
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4 2 Wissenswertes aus der Mathematik

H1 (x,z) > 0, insbesondere (x,x) € R und (x,z) = 0 genau dann,
wenn x = 0,

H2 (r,ay) = afr,y),
HS (x,y + 2) = (z,y) + (2, 2),
Hy (z,y) = (y,z)",

wobei x,y,z € V, a € K und v* das komplex Konjugierte von v ist
(vgl. Bronstein u. a. (2013)).

Da uns der Pra-Hilbert-Raum nur voriibergehend gentigt, definieren
wir an dieser Stelle schon den Hilbert-Raum, der spéter in diesem
Kapitel eine grofie Rolle {ibernehmen wird.

Definition 2 (Hilbert-Raum). Ein vollstindig unitdrer Raum mit
Skalarprodukt heifit Hilbert-Raum (vgl. Bronstein u. a. (2013)).

Wir bezeichnen einen Hilbert-Raum als separabel, wenn seine Dimen-
sion hdchstens abzihlbar-unendlich ist (vgl. Wong (1994)).

Dazu ergénzend sei gesagt, dass wir einen normierter Raum unitér
nennen, wenn wir in ihm ein Skalarprodukt einfithren kénnen, welches
durch || z ||= /(x, z) mit der Norm verkniipft ist (vgl. Bronstein u. a.
(2013)). Weiter bedeutet nach Rudin (1999) vollstindig, dass jede
Cauchyfolge in diesem Raum gegen ein Element aus diesem Raum
konvergiert.

Definition 3 (Orthogonale Elemente). Sei V' (mindestens) ein Prd-
Hilbert-Raum. Nach Bronstein u.a. (2013) heiflen zwei Elemente
x,y € V orthogonal, wenn

(x,y) =0. (2.1)

Diese Definition ist sehr allgemein fiir Elemente eines Pri-Hilbert-
Raums. Wir benétigen im Folgenden jedoch orthogonale Funktionen.
Daher betrachten wir nun Rdume im Sinne von Definition 4.



2.1 Orthogonale Funktionen )

Definition 4 (Raum der quadratintegrierbaren Funktionen). Als
die Menge L?[a,b] aller auf I = [a,b] quadratintegrierbaren, reellen
oder komplexen Funktionen bezeichnen wir die Menge der Funktionen

{f(x)}, die die Gleichung

b
/ dz| f(2)[2 < 0o (2.2)

erfillen (vgl. (Bronstein u. a., 2013)).

Dieser Raum der quadratintegrierbaren Funktionen ist ein Hilbert-
Raum, was aus dem folgenden Satz mit Beweis folgt.

Satz 1. Seien f,g € L*[a,b]. Dann erfiillt das Skalarprodukt

b
(f.g) = / de f* (2)g(x) (2.3)

die Aziome des Skalarprodukts aus Definition 1. Des Weiteren ldsst
sich der Raum L*[a,b] beziiglich dieses Skalarprodukts normieren und
ist vollstandig. Er ist also ein Hilbert-Raum.



