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Vorwort

Das Universum in Riitseln gibt einen wunderbaren Uberblick iiber zentrale
Konzepte der modernen Physik und Mathematik, die mithilfe von Rétseln
erkundet werden. Dies ist eine der ungewohnlichsten und fesselndsten Her-
angehensweisen an dieses Thema, die mir je begegnet ist. Sie ermdglicht es
dem Leser - gleich ob Anfinger oder Experte —, aus Freude am Ldsen von
Ritseln zu lernen. Was fiir eine unterhaltsame und zielfiihrende Weise, von
einem der bedeutendsten Physiker der Welt in grundlegende und hochaktu-
elle Konzepte eingefiihrt zu werden!

Brian Greene

Dieses Buch ist ein faszinierender und ungewo6hnlicher Rundgang durch die
Gedankenwelt von Physik und Mathematik, illustriert durch elementare und
unterhaltsame Ritsel. Die Leserinnen und Leser werden viel Spafl haben und
dabei eine Menge lernen!

Edward Witten

Wir haben ein angeborenes Interesse daran, zu verstehen, wie die Welt um uns her-
um funktioniert. Wir hoffen stets, dass wir in unserer Umwelt Muster erkennen kon-
nen, die uns helfen konnen, die unmittelbare Zukunft vorauszusehen. Der Versuch,
diese Muster zu quantifizieren, hat die Menschen im Laufe der Zeit zur Entwicklung
der Mathematik gefiihrt. Es kann daher kaum tiberraschen, dass die Mathematik
die natiirliche Sprache zur Beschreibung der inneren Zusammenhénge der Natur
ist. In diesem Sinn ist die Mathematik das Riickgrat der Physik, deren Ziel es ist,
zu verstehen, wie das Universum auf seiner grundlegendsten Ebene funktioniert.
Je tiefgreifender wir die Naturgesetze verstehen, desto fortgeschrittenere Methoden
der Mathematik bendtigen wir — was einer der Griinde ist, weshalb die Physik heute
oft im Ruf steht, aufgrund ihrer mathematischen Komplexitit fiir Uneingeweihte
undurchdringlich zu sein.

Diese Wahrnehmung iibersieht jedoch die grundlegende Einfachheit der physi-
kalischen Gesetze und die Eleganz der Mathematik, die das innere Wesen der phy-
sikalischen Realitédt beschreibt. Als Physiker mit einem ausgeprigten Interesse an
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Mathematik habe ich aus erster Hand erlebt, wie unter all den komplexen und beein-
druckend wirkenden mathematischen Strukturen, die wir zur Formulierung physi-
kalischer Gesetze verwenden, letztlich einfache und tiefe Kleinodien der Wahrheit
verborgen liegen. Diese Wahrheiten sind es, die viele Wissenschaftler herauszude-
stillieren versuchen, wenn sich die erste Aufregung nach einer grundlegenden Ent-
deckung wieder gelegt hat. Diese ,,Kleinodien® sind eine Art ,,Zusammenfassung®,
eine Essenz, die Wissenschaftler als Lektionen aus den neu entdeckten Naturgeset-
zen mitnehmen. Gliicklicherweise lassen sich diese zentralen Gedanken oft durch
einfache mathematische Rétsel veranschaulichen. Diese Rétsel sind so weit verein-
facht, dass sie ohne umfangreichen Hintergrund in Physik oder Mathematik zu kna-
cken und zu verstehen sind. Sie machen Spafy und konnen dariiber hinaus auch eine
tiefe Befriedigung vermitteln, weil sie grundlegende Eigenschaften der physikali-
schen Realitét aufdecken, die weit tiber die blof3e Losung des Ritsels hinausgehen.
Mein Ziel ist es in diesem Buch, meine Leserinnen und Leser auf eine Reise mitzu-
nehmen, auf der sie mithilfe von unterhaltsamen Rétseln einige Aspekte der Gesetze
unseres Universums entdecken und verstehen kdnnen.

Der rote Faden in diesem Buch ist der Gedanke, dass es in der physikalischen
Realitét nicht die zentrale allumfassende Idee gibt, sondern vielmehr eine grofie An-
sammlung von manchmal geradezu gegensitzlichen Konzepten, die gemeinsam ei-
nen Rahmen fiir die physikalische Realitét schaffen. Das Hauptanliegen des Buches
ist es, zu verstehen, wie diese gegensitzlichen Konzepte miteinander verwoben sind
und gemeinsam auf ein Ziel hinwirken. Ich hoffe, dass ich manche dieser Konzepte
verdeutlichen kann, indem ich einige der wichtigsten Spielregeln der Natur, die wir
kennen, durch das Kaleidoskop der Rétsel betrachte.

Nach einem kurzen Riickblick auf die Geschichte der Wissenschaft und das jahr-
hundertealte Wechselspiel zwischen Mathematik und Physik wende ich mich nach-
einander den einzelnen Hauptthemen zu. Jedes Kapitel des Buches beginnt mit ei-
nem Gedanken zu einem Thema und erdrtert dann die Bedeutung des entgegen-
gesetzten Gedankens. Anschlieend wird dasselbe Spiel wiederholt, wobei Physik
und Mathematik vertauscht werden. Und all das passiert mithilfe von unterhaltsa-
men Rétseln.

Das erste Thema ist Symmetrie. Einerseits lernen wir die Bedeutung der Symme-
trieerhaltung in Mathematik und Physik kennen, andererseits sprechen wir dariiber,
wie wichtig die Symmetriebrechung in vielen Féllen ist. Ein schones Beispiel fiir
diese Prinzipien in Form eines Ritsels ist die Aufgabe, die kiirzeste Autobahnver-
bindung zwischen vier Stddten an den Ecken eines Quadrates zu finden. Wir wer-
den sehen, wie Symmetrien Erhaltungssdtze wie z. B. die Energieerhaltung erkldren
kénnen, aber auch, warum das Brechen von Symmetrien fiir unsere Existenz noch
wichtiger ist. Dabei werden wir sehen, dass und wie dies mit dem erst vor kurzem
entdeckten Higgs-Teilchen zusammenhingt. Wir werden lernen, dass unsere Augen
und ihre Lage in unserem Gesicht eine Symmetriebrechung belegen. Wir diskutie-
ren die Bedeutung sowohl intuitiver als auch nicht intuitiver Ideen in Physik und
Mathematik. Intuitive Ideen (wie die der Stetigkeit, die in verschiedenen Aspekten
von physikalischen Gesetzen eine wichtige Rolle spielt) sind ebenso wie nicht in-
tuitive Abstraktionen (wie die, die Zeit als eine zusitzliche Dimension analog zum
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Raum aufzufassen) notwendig, um die Realitit grundlegend zu verstehen. Wir wer-
den zeigen, dass das Konzept der Stetigkeit, so einfach es auch sein mag, zu weitrei-
chenden Schlussfolgerungen fiihrt. Das wird durch ein Ritsel illustriert, das offen-
bart, warum es auf dem Aquator immer diametral entgegengesetzte Punkte mit der
gleichen Temperatur geben muss. Wir zeigen auch, wie die Stetigkeit der physikali-
schen Gesetze erkldren kann, warum Einsteins allgemeine Relativitédtstheorie vor-
aussagt, dass es immer eine ungerade Anzahl von Gravitationsbildern eines Sterns
geben muss.

Als Nichstes wenden wir uns dem Gedanken der Natiirlichkeit zu - der Frage,
wie man auf der Basis von sehr wenigen Informationen grobe Abschétzungen iiber
die Funktionsweise der Natur machen kann. Zum Beispiel werden wir eine einfache
Abschitzung dafiir demonstrieren, um wie viel wir die Sonne schrumpfen miissten,
damit sie zu einem schwarzen Loch wiirde. Dann wenden wir uns dem gegenteili-
gen Gedanken zu und diskutieren, weshalb unnatiirlich grofie oder kleine Zahlen
in den grundlegenden Naturgesetzen erscheinen, die nur schwer vorhersehbar sind.
Warum ist die Gravitationskraft zwischen Protonen beispielsweise eine Billion Bil-
lion Billion mal kleiner als die elektrische Abstofiung zwischen ihnen? Wir veran-
schaulichen das Auftreten unerwartet grof3er Zahlen in der Physik anhand des alten
Rinderproblems des Archimedes, dessen Losung eine Zahl mit mehreren Hundert-
tausend Stellen ist! Ich wage es in diesem Zusammenhang auch, kurz auf einige
Verbindungen zwischen Wissenschaft und Religion einzugehen, aber im Gegensatz
zu der iiblichen Herangehensweise an dieses Thema werden wir selbst diesen Punkt
in Form von unterhaltsamen Ritseln angehen. Ein Beispiel dafiir ist ein Rechteck
aus kleineren Rechtecken - wenn jede Seite der kleinen Rechtecke eine ganzzahlige
Linge hat, dann muss auch das grof3ere Rechteck dieselbe Eigenschaft besitzen.

Abschlieflend werden wir im Zusammenhang mit der Stringtheorie einige der
aufregendsten Entwicklungen der modernen Grundlagenphysik kennenlernen. Die
Stringtheorie hat sich in der letzten Zeit zu einer einheitlichen Quantentheorie ent-
wickelt, die alle fundamentalen Krifte umfasst. Ich konzentriere mich bei der Dis-
kussion auf die Idee der Dualitét in der Stringtheorie, die Stringtheoretiker schon
seit einigen Jahrzehnten fasziniert und die eine Schliisselrolle bei ihrer Entwick-
lung gespielt hat. Wir werden sehen, wie die Dualitit beispielsweise zu einem bes-
seren Verstdndnis von schwarzen Lochern und der Natur von Raum und Zeit fiihrt.
Ein Ritsel zur Veranschaulichung der Dualitit sind kollidierende Ameisen auf ei-
nem Stab, wobei jede Ameise so lange wie moglich verhindern soll, dass sie von den
Enden des Stabes fillt. Es wird sich zeigen, dass der Gedanke der Dualitét in der
Stringtheorie den roten Faden dieses Buches widerspiegelt: die Vorstellung, dass ge-
gensitzliche Prinzipien nahtlos auf konsistente und machtvolle Weise zusammen-
wirken konnen, um zu beschreiben, wie die Natur funktioniert. Nichts ist méchti-
ger als gegensitzliche Gedanken, die gemeinsam auf ein Ziel hinarbeiten. Aus die-
sem Grund ist die Dualitit ein dufierst michtiges Werkzeug zur Entschliisselung
der tiefsten Geheimnisse unseres Universums.

Ich hoffe, Sie finden die Lektiire dieses Buches und das Knobeln an den darin ent-
haltenen Ritseln interessant und lehrreich. Ich wiirde mich freuen, wenn Sie daraus
eine neue Wertschitzung fiir die fundamentalen Gesetze unseres Universums und
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die Rolle der Mathematik in diesem Universum schopfen kénnten — und vielleicht
gleichzeitig eine Wertschitzung fiir die Kraft von Rétseln, die uns fordern und in-
formieren und oft auch iiberraschen kénnen! Und selbst wenn Sie als Kind kein
Ritselliebhaber waren — wie ich es war und immer noch bin - ist es nie zu spit,
einer zu werden!

Ich hatte das Gliick, einige junge Studenten am Harvard College auf diese Ent-
deckungsreise mitnehmen zu kénnen. Ich hielt dort ein Seminar ab, das eigens zu
dem Zweck konzipiert war, herauszufinden, wie man Rétsel nutzen kann, um die
Geheimnisse des Universums zu veranschaulichen. Dieses Buch ist ein Ergebnis
dieses Seminars und hat sehr von dem Feedback und den vielen Anregungen profi-
tiert, die ich von meinen Studenten erhielt. Das Buch basierte urspriinglich auf den
Notizen dreier Studenten — Tony Feng, Kewei Li und Weiming Zhao —, die von Steve
Nadis noch wesentlich tiberarbeitet wurden. Einige Abbildungen verdanke ich Xiao-
tian Yin. Weiterhin danke ich einer Reihe von Kollegen und insbesondere Yaotian
Fu und Brian Greene fiir ihre Unterstiitzung bei der Fertigstellung des vorliegenden
Buches. Ich bin sicher, dass es noch viele Moglichkeiten gibt, dieses Buch zu verbes-
sern. Wenn Sie - die Leserinnen und Leser — Anregungen hierzu haben, wiirde ich
mich freuen, diese liber meine Webseite www.cumrunvafa.org zu erhalten.

Nicht zuletzt war es die Anregung meiner Frau Afarin, die mich veranlasste, das
erwdhnte Seminar zu entwickeln und im Anschluss daran dieses Buch zu schrei-
ben. Ohne ihre Begeisterung fiir dieses Projekt wiirde das Buch nicht existieren. Ich
danke ihr von ganzem Herzen.

Harvard, Mai 2020 Cumrun Vafa



1
Eine kurze Einfiihrung in die moderne Physik

Viele grundlegende Aspekte der Physik haben einfache mathematische Grundla-
gen, die aber hinter der Komplexitdt des mathematischen Formalismus verschwin-
den - sowohl hinter der ungewohnten Sprache als auch hinter den manchmal
furchteinfléflenden Gleichungen. Dasselbe gilt fiir viele abstrakte mathematische
Ideen, die oft auf einfachen Gedanken beruhen, welche jedoch aufgrund ihrer kom-
plexen Darstellung verdeckt werden. Tiefgehende Ideen in Physik und Mathematik
haben oft einen gemeinsamen Kern, was angesichts der Ndhe dieser beiden Diszi-
plinen wenig iiberraschend ist. Uberraschend ist jedoch die Tatsache, dass einige
dieser gemeinsamen Gedanken wihrend der Losung mathematischer Ritsel auf-
tauchen konnen.

In diesem Buch geht es um Riétsel und ihre Beziehungen zur Mathematik und
Physik. Natiirlich konnen Riétsel auch an und fiir sich faszinierend und unterhalt-
sam sein. Wir werden in diesem Buch aber vor allem sehen, wie sie als Briicke zwi-
schen den Disziplinen dienen und einige der Verkniipfungen zwischen diesen offen-
baren konnen. Zur Losung der in diesem Buch vorgestellten Rétsel sind keine fortge-
schrittenen Kenntnisse in Mathematik oder Physik erforderlich, und ich gehe auch
nicht davon aus, dass Sie in einem dieser Ficher iiber einen tieferen Hintergrund
verfligen. Ein intensives Interesse an diesen Themen sowie einige Grundkenntnisse
wiren aber sicher hilfreich, um von diesem Buch zu profitieren.

Obwohl Physik und Mathematik eng miteinander verflochten sind, sind ihre Kul-
turen und Philosophien doch sehr unterschiedlich. Die Mathematik baut auf funda-
mentalen Axiomen auf und entwickelt daraus mithilfe von logischen Schlussfolge-
rungen ihr Gedankengebdude. Physikalische Gesetze sollen erklédren, wie verschie-
dene Aspekte der Natur funktionieren und wie die Naturgesetze zusammenpassen,
sind aber nicht in hierarchischer Weise logisch voneinander abgeleitet. Die Physik
betont eher die praktischen Beziehungen zwischen den Gesetzen als ihre logischen
Abhingigkeiten. Natiirlich ist der logische Zusammenhalt der Ideen aber ebenfalls
ein notwendiger Bestandteil der physikalischen Gesetze. In der Mathematik ist es
wichtig, sich jederzeit liber die zugrunde liegenden Axiome und Annahmen im Kla-
ren zu sein. Im Gegensatz dazu kdnnen sich die Axiome oder Grundprinzipien der
Physik, wie wir bald sehen werden, jederzeit indern, wenn neue Beweise oder theo-
retische Gedanken ans Licht kommen.

Das Universum in Rdtseln, 1. Auflage. Cumrun Vafa.
© 2022 Wiley-VCH GmbH. Published 2022 by Wiley-VCH GmbH.
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1 Eine kurze Einfiihrung in die moderne Physik

Die Geschichte zeigt, dass Fortschritte in der Physik hdufig darauf zuriickgehen,
dass ein Gedanke, der zunéchst als Folge eines physikalischen Gesetzes aufgefasst
wurde, zu einem eigenstindigen Prinzip erhoben wurde. Ein guter Physiker sollte
daher immer offen sein fiir solche Neuformulierungen oder ,,Umwilzungen®, weil
ein solches neu erkanntes Prinzip sich letztlich oft als grundlegender erweist und
einen grofleren Anwendungsbereich hat als das Gesetz, von dem es urspriinglich
abgeleitet war. Ein gutes Beispiel hierfiir ist das Prinzip der Impulserhaltung. Es
wurde zunéchst als Folge der newtonschen Gesetze betrachtet, bevor man spiter —
mehr als 225 Jahre nach der Vorstellung der newtonschen Gesetze in der Princi-
pia Mathematica - feststellte, dass die Erhaltungssétze grundlegender sind als die
Bewegungsgesetze, weil sie auf die zugrunde liegenden Symmetrien der Natur zu-
riickgehen.

Aus diesem Grund versuchen Physiker, sich eine flexible Einstellung zu der Frage
zu bewahren, was genau die grundlegenden Prinzipien sind - eine Einschitzung, die
sich stindig weiterentwickelt. Anstatt der hierarchischen Anordnung von Gedan-
ken zu viel Wert beizumessen, sind Physiker bereit, die Anordnung jederzeit neu zu
sortieren, was in volligem Gegensatz zu der Art und Weise steht, wie Mathematiker
gewOhnlich die Mathematik betrachten. Ein mathematisches Theorem gilt, sofern
es sich einmal als richtig erwiesen hat, als ewige Wahrheit — im Gegensatz zu physi-
kalischen Prinzipien, die jederzeit Verdnderungen unterworfen sein konnen, wenn
neue empirische Erkenntnisse auftauchen.

Es gibt noch weitere Unterschiede. Zur Erkldrung komplizierter Phdnomene ver-
wenden Physiker z. B. oft Ndherungen, gegen die Mathematiker eine grundsétzliche
Abneigung pflegen. Beispielsweise ist die Frage, ob der Raum ,,stetig” ist, d. h. kei-
nerlei Liicken enthilt, oder aus nahe nebeneinander liegenden diskreten Punkten
besteht, fiir Physiker, die sich mit den Ergebnissen von Experimenten auf wesent-
lich gréfieren Entfernungsskalen befassen, eher irrelevant. Fiir Mathematiker hin-
gegen ist die Stetigkeit eines Raums oder ihr Fehlen ein zentraler und entscheiden-
der Punkt und alles andere als irrelevant.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, einen kurzen Uberblick iiber die Welt der Physik
zu geben. Es handelt sich dabei wirklich nur um einen kurzen und allgemeinen Ab-
riss ohne Anspruch auf eine umfassende Darstellung, die im Rahmen eines einzigen
Kapitels ohnehin unmoglich wire. Stattdessen wollen wir einige Beispiele aus der
Geschichte der Physik anreifien, die einen Eindruck davon vermitteln konnen, wo
wir heute in unserem langjdhrigen Streben nach dem Verstdndnis der grundlegen-
den Naturgesetze stehen.

1.1 Die Anfange der Naturwissenschaft in der Antike

Schon die Griechen versuchten zu verstehen, wie die Welt um sie herum funktio-
nierte, und entwickelten dabei viele faszinierende Ideen iiber die Physik. Sie liebten
die Eleganz der Mathematik und einige Gelehrte — unter ihnen Platon - glaubten,
dass die letzte Wahrheit iiber die Welt in der Geometrie verborgen liege. Sie schitz-
ten die Schonheit der euklidischen Geometrie und der platonischen Korper, von
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Abb. 1.1 Eratosthenes von Kyrene bestimmte um 230 v. Chr. den Umfang der Erde.

denen sie glaubten, sie konnten als Basis fiir die Beschreibung der Natur insgesamt
dienen. Die meisten ihrer Gedanken zur Mathematik waren ihrer Zeit weit voraus,
ihr Verstdndnis der Physik erreichte jedoch nicht dasselbe Niveau. Aristoteles glaub-
te z. B., dass Steine nach unten fallen, weil sie gerne auf der Erde liegen. Von allen
moglichen Zustdnden, argumentierte er, sei derjenige, auf dem Boden zu liegen, den
Steinen der liebste. Daraus schloss er, dass Steine um so schneller fielen, je mehr sie
sich dem Boden niherten, weil sie froh seien, ihrem natiirlichen und bevorzugten
Ruheplatz niher zu kommen."

Trotz der unzuldnglichen Beschreibungen physikalischer Phinomene durch die
alten Griechen ist ihr grundlegendes Bestreben, die Welt durch schone Mathematik
zu beschreiben, auch heute noch von entscheidender Bedeutung fiir die Wissen-
schaft. Einige ihrer Gedanken, wie z. B. die Vorstellung, dass Materie aus einzelnen
Atomen besteht (u. a. von Leukipp und Demokrit weiterentwickelt), haben sich bis
heute gehalten. Sie glaubten nicht nur, dass die Erde eine Kugel sei, sondern be-
stimmten um 230 v. Chr. auch ihren Umfang. Insbesondere Eratosthenes von Kyre-
ne beobachtete, wie sich die Lange eines Schattens dndert, wenn wir uns eine be-
stimmte Wegstrecke vom Aquator entfernen, und berechnete daraus mithilfe einiger
trigonometrischer Beziehungen den Radius der Erde. Sein Resultat war nicht allzu
weit von dem heute akzeptierten Wert entfernt — der Fehler betrug etwa 15 %. Sein
Grundgedanke war dabei, dass der Schatten eines Stockes mit einer Linge von [ zur
Mittagszeit von null auf s anwichst, wenn man sich um eine Entfernung i senkrecht
zum Aquator (also entlang eines Meridians) bewegt (siehe Abb. 1.1). Der Radius R
der Erde ergibt sich dann aus einfachen trigonometrischen Uberlegungen zu

~n-L
S

Der Ansatz, Wissen aus der reinen Geometrie zu nutzen, um daraus praktische Er-
kenntnisse {iber die Natur zu erhalten, wurde noch lange nach der Zeit der friithen
griechischen Mathematiker gepflegt. Um 1000 n. Chr. bestimmten die Astronomen
Ibn Muadh und Ibn Al-Haytham die H6he der Atmosphire zu etwa 80 km?®, was
bis auf etwa 20 % dem heute akzeptierten Wert entspricht. Ibn Muadh und einige

1) Siehe Uber den Himmel von Aristoteles.
2) Siehe Goldstein, B.R. (1977). Ibn Muadh’s treatise on twilight and the height of the atmosphere. Arch.
Hist. Exact Sci. 17: 97-118; 10.1007/BF02464977.
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Sonne Erde

Abb. 1.2 |bn Muadh und Ibn Al-Haytham bestimmten im 11. Jahrhundert die Hohe der
Atmosphare.

andere muslimische Wissenschaftler verwendeten fiir ihre Berechnungen den Ein-
fallswinkel der Sonne in der Ddimmerung sowie einfache trigonometrische Funk-
tionen. Ihr Ansatz war recht einfach: Der Grund dafiir, dass der Himmel nicht so-
fort bei Sonnenuntergang dunkel wurde, musste darin liegen, dass die oberen Teile
der Atmosphére auch nach Sonnenuntergang noch Licht von der Sonne empfangen
konnten (siehe Abb. 1.2). Wenn man nun misst, wie lange (¢ als Bruchteil der Lange
eines Tages) es dauert, bis das Sonnenlicht ,,auslduft” (das sind in der Realitit einige
Stunden), so die Argumentation von Ibn Muadh, so erhilt man daraus die Héhe h
der Atmosphire als Bruchteil des Radius R der Erde aus

l(L>2 h
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Tiefergehende Anwendungen der Mathematik auf die Physik lieflen noch einige
Jahrhunderte auf sich warten. Dabei waren die Arbeiten von Sir Isaac Newton Mitte
bis Ende des 16. Jahrhunderts ein fulminanter Startpunkt.

1.2 Newtonsche Mechanik

Newton war ohne Frage einer der grofien Pioniere der modernen Physik. Sein zwei-
tes Gesetz der Bewegung ist eine der berithmtesten Gleichungen der Physik. Es be-
schreibt eine differentielle Beziehung zwischen dem Ort x(¢) und der Kraft F:

L d’x _F

a.=— .
dez2 m

Wihrend F und m physikalische Grofen sind, ist die Beschleunigung a eher eine
mathematische Gréfie, die als zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit definiert ist.
Je mehr die Physik sich bemiihte, quantitative Aussagen iiber ihre Studienobjekte
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zu machen, desto stirker wurde die Mathematik zu einem zentralen Bestandteil ih-
rer Sprache. Newton musste ein komplettes Teilgebiet der Mathematik erfinden -
die Analysis —, um sein zweites Gesetz in prizisen mathematischen Begriffen for-
mal ausdriicken zu kénnen. Dies ist aber nur eines von zahlreichen Beispielen, bei
denen Anforderungen der Physiker an die Formulierung von physikalischen Ge-
setzen zur Entwicklung neuer Zweige der Mathematik fiihrten. Umgekehrt fiihrte
auch die Mathematik zu neuen Erkenntnissen in der Physik. Im Laufe des Buches
werden wir viele Beispiele fiir diese gegenseitige Verkniipfung und das Geben und
Nehmen zwischen Physik und Mathematik kennenlernen.

1.3 Lagrangesche und hamiltonsche Mechanik

Die Untersuchung der mathematischen Grundlagen der newtonschen Mechanik in
verschiedenen physikalischen Kontexten fiihrte zu ihrer weitgehenden Neuformu-
lierung sowie einigen neuen mathematischen Erkenntnissen. In den spédten 1700er-
Jahren schlug Joseph-Louis Lagrange z.B. eine neue, sogenannte ,,lagrangesche®
Formulierung der Mechanik vor, die dieselben physikalischen Ergebnisse wie die
newtonsche Mechanik lieferte, aber auf dem ,,Prinzip der kleinsten Wirkung* an-
stelle der Kraft beruhte. Die Wirkung ist ein Integral, das fiir jeden moglichen Weg,
den ein Teilchen von seinem Startpunkt zu einem Endpunkt nehmen kodnnte, be-
rechnet werden kann. Sie ist als S = [(K — V') dt definiert, wobei K die kinetische
Energie des Teilchens und V seine potentielle Energie entlang des untersuchten We-
ges ist (siche Abb. 1.3).

Das Prinzip der kleinsten Wirkung besagt, dass der Weg, dem das Teilchen tat-
sdchlich folgt, derjenige ist, fiir den die Wirkung minimal ist. Wenn es mehrere Lo-
sungen gibt, entspricht jede Losung einem Extremum (einem Minimum oder Ma-
ximum) der Wirkung.

Abb. 1.3 Die lagrangesche Formulierung chen natdrlicherweise nehmen wiirde - ist
der Mechanik betrachtet alle moglichen We- derjenige, fir den eine als Wirkung bezeich-
ge von einem Start- zu einem Endpunkt. Der nete Grofie minimal ist.

tatsachliche Weg - der Weg, den ein Teil-
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Diese neue Sichtweise machte es den Physikern einfacher, die Mechanik unter
Randbedingungen (d. h. vorgegebenen Einschrinkungen einer Bewegung) zu stu-
dieren, wie beispielsweise eine Kugel, die einen Hiigel mit einer bestimmten Topo-
graphie hinunterrollt, oder einen Kreisel auf verschiedenen Oberflichen. Um die la-
grangesche Mechanik zu formalisieren, entwickelten Leonhard Euler und Lagrange
ein neues Teilgebiet der Mathematik, die sogenannte Variationsrechnung, die sich
mit der Extremisierung (also Maximierung oder Minimierung) von Integralen ent-
lang vorgegebener Wege befasst, deren Losungen die Euler-Lagrange-Gleichung er-
fiillen. Dieser Prozess ist schwieriger als das Auffinden der Minima einer Funkti-
on einer endlichen Anzahl von Variablen, da unendlich viele Wege zwischen zwei
Punkten im Raum existieren und beriicksichtigt werden miissen. In gewissem Sinn
ist die Aufgabe daher gleichbedeutend mit dem Auffinden des Minimums einer
Funktion (hier der Wirkung) unendlich vieler Variablen (die den Raum aller mog-
lichen Wege bilden). Physiker konnen nun die Variationsrechnung nutzen, um den
Weg mit der kiirzestmoglichen Lange zu bestimmen. Die Neugestaltung der klassi-
schen Mechanik im 18. Jahrhundert, die durch die Ideen von Lagrange und Euler
angestofien wurde, schuf die Voraussetzungen fiir spitere Querverbindungen zur
Physik des 20. Jahrhunderts, insbesondere zur Quantenmechanik, die auf der Ba-
sis der urspriinglichen newtonschen Gleichungen nicht ohne Weiteres zuginglich
gewesen ware.

In einer weiteren Neuformulierung der klassischen Mechanik reduzierte William
Rowan Hamilton die zweiten Ableitungen nach der Zeit auf erste Ableitungen, in-
dem er dafiir die doppelte Zahl von Variablen verwendete. Hamilton betrachtete
sowohl die Ortsfunktion x(¢) als auch die Impulsfunktion p(t) = mv(t) als grundle-
gende Variablen, anstatt allein x(¢) zu betrachten, wie es zuvor iiblich gewesen war.
Die hamiltonsche Mechanik, wie der neue Formalismus genannt wurde, markier-
te den Beginn des modernen Begriffs des Phasenraums - des Raums von Ort und
Impuls. Auch die hamiltonsche Mechanik erweist sich in der Quantenmechanik als
niitzlich, wie wir spiter seshen werden. Heute betrachten wir die lagrangeschen und
hamiltonschen Formulierungen der Mechanik als allgemeiner und grundlegender
als die newtonschen Gesetze; sie sind aus diesem Grund auch breiter anwendbar.
Dies veranschaulicht die Tatsache, dass die Axiome der Physik ebensowenig unver-
dnderlich sind wie die ihnen zugrunde liegenden Modelle. Beide kénnen sich im
Laufe der Zeit andern und tun es auch.

1.4 Maxwells Theorie des Elektromagnetismus

Als James Clerk Maxwell mit der Arbeit an seiner Theorie des Elektromagnetis-
mus begann, hatten Michael Faraday und andere bereits viele einzelne Aspekte der
zugrunde liegenden Physik verstanden. Bei seinem Versuch, die zahlreichen be-
kannten Gesetze in einem Formalismus zu vereinen, entdeckte Maxwell eine ma-
thematische Inkonsistenz zwischen den Gleichungen. Er 16ste das Problem, indem
er seinen Gleichungen einen neuen mathematischen Term hinzufiigte, der heute
als Verschiebungsstrom bezeichnet wird. Dieser Term war im Labor schwer zu mes-



