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Vorwort

Everything You Always Wanted to Know About Sex*
(*But Were Afraid to Ask)

Woody Allen

Mit diesem Buch verbinde ich ein spezielles persönliches Anliegen. Üblicherweise werden die
Vorlesungen über Technische Mechanik für die Anfangssemester „ingenieurfreundlich“ gele-
sen, d. h. man vermeidet es tunlichst, fortgeschrittene Kapitel der Höheren Mathematik zu
verwenden und erklärt Sachverhalte gerne anschaulich, sozusagen auf der Rückseite des Brief-
umschlags, da man doch technisch orientiert ist und sich mit abstrusen Formalismen ungern
aufhält. Kurz gesagt, man gesteht sich nicht ein, dass es Dinge gibt, mit denen man eventuell
Schwierigkeiten hat, sie zu verstehen und zu meistern. Das ist nur allzu menschlich. Nun gibt
es jedoch auch Menschen, denen es daran liegt, hinter die Kulissen zu schauen und denen es
Freude macht, in voller Tiefe zu begreifen, warum ein Sachverhalt so ist, wie man ihn darstellt,
so phantastisch dieser Wunsch auch klingen mag.

Um ein Beispiel zu geben: Das Prinzip der virtuellen Arbeit kann man einführen, ohne den
Begriff der Variation zu verwenden und Grundbegriffe der Funktionalanalysis zu kennen. Man
wundert sich zwar anfangs darüber, was eine virtuelle Verrückung ist und warum diese mit
δu bezeichnet wird, aber mit der Zeit gewöhnt man sich auch daran. Ich würde soweit ge-
hen, festzustellen, dass Personen existieren, die vollauf damit zufrieden sind, etwas anwenden
zu können, ohne zu verstehen, warum es funktioniert, und die auch gerne glauben, dass die
Energie eines Systems schon extremal werden wird. Irgendein Gott wird es bestimmt so einge-
richtet haben! Es gibt sogar Menschen, die wollen nicht einmal anwenden, sondern eigentlich
viel lieber gar nichts tun. Aber wie gesagt . . . , es gibt auch andere, die nicht so sind. Und für
diese ist dieses Buch geschrieben.

Nichtsdestoweniger, man muss beide Welten kennen! Und so empfehle ich Studierenden der
Physikalischen Ingenieurwissenschaft oder der Technomathematik auch das mit dem Kolle-
gen Ferber entstandene, ebenfalls im Hanser-Verlag erschienene Fachbuch Technische Mecha-
nik für Ingenieure parallel zu lesen†, ja, das vorliegende Buch vielleicht eher als Ergänzung zu
begreifen, denn schließlich geht es letztendlich darum, Prüfungen in Echtzeit zu bestehen.
Und die Prüfungen drehen sich um die Pflicht und nicht um die Kür.

Zu diesem Buch haben viele Studierende und Mitglieder unserer Fachgruppe direkt bzw. zu-
mindest indirekt beigetragen. Zwei Mitgliedern der Fachgruppe aber gilt für ihre umfangreiche
Arbeit besonderer Dank, nämlich den Herren Sebastian Glane und Wilhelm Rickert. Deshalb
erscheinen sie auch im Cover und tragen Verantwortung für das hier Gesagte.

In diesem Sinne per aspera ad astra!

Berlin, im Juli 2020 Wolfgang H. Müller

† oder andere im Verzeichnis angegebene Ingenieurliteratur über Technische Mechanik
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1 Statik

1.1 Eine Vorbemerkung zur Gliederung der
Technischen Mechanik

Der traditionelle Grundkurs über Technische Mechanik gestaltet sich nicht zuletzt aus didak-
tischen Gründen wie folgt: Man beginnt mit der Statik, der Lehre miteinander im Gleichge-
wicht befindlicher Kräfte. Nichts bewegt sich, die Körper ruhen. Aber sie stehen unter dem
Einfluss dieser Kräfte und werden sich verformen. Das ist Gegenstand des zweiten Kapitels,
der Festigkeitslehre. Oft verteilen sich diese beiden Abschnitte auf die ersten beiden Semes-
ter. Interessiert man sich nun dafür, die Bewegung von Körpern zu beschreiben, kommt die
Dynamik ins Spiel. War man bei den ersten beiden Themen im Wesentlichen damit beschäf-
tigt, algebraische Gleichungen zu lösen, kommen nun gewöhnliche Differentialgleichungen
als mathematisches Tool hinzu, was auch erklärt, warum man nicht im ersten Semester mit der
Dynamik beginnt und die Statik als ihren Spezialfall begreift. Unter der sogenannten höheren
Festigkeitslehre versteht man schließlich oft eine Einführung in die Grundlagen der Kontinu-
umstheorie, in der die Bewegung respektive Deformation kontinuierlich verteilter Materie un-
tersucht wird, sowie die Energieprinzipe. Dies kommt zum Schluss des Grundkurses, da man
hier zusätzlich zu partiellen Differentialgleichungen auch mit Variationsrechnung konfrontiert
wird.

Auch in diesem Buch werden wir diesem Kanon folgen. Allerdings sind wir so frei, von Anfang
an Wert auf stringente Mathematik zu legen. Wir werden zwar die wesentlichen Rechenregeln
zusammenstellen, aber für Details dieser mathematischen Präliminarien, insbesondere deren
Einübung, geben wir weiterführende Literatur an. Generell wird im vorliegenden Buch deduk-
tiv vorgegangen: Die allgemeinen Prinzipe werden an den Anfang gestellt und die speziellen
Fälle ergeben sich. Daher wird empfohlen, parallel den Inhalt des Buches Technische Mecha-
nik für Ingenieure von W. H. Müller und F. Ferber oder anderer Technischer Mechanikliteratur
zu studieren, wo meist der induktive Weg gewählt ist. Die entsprechenden Lehrinhalte aus
[MF2019] sind, wann immer sinnvoll, als Propädeutika den jeweiligen Abschnitten in diesem
Buch vorangestellt.

1.2 Mechanische Grundbegriffe

Propädeutikum: Man studiere aus [MF2019] den Abschnitt 1.1.
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1.2.1 Masse, Zeit und Länge

Die Welt der Mechanik fußt auf drei physikalischen Grundgrößen, nämlich den Begriffen

■ Masse m in Kilogramm (kg),

■ Zeit t in Sekunden (s),

■ und Länge s in Meter (m).

In der Tat sind manche Mechaniker von ihrer Wissenschaft so überzeugt, dass sie glauben, die
gesamte Physik passt in dieses Schema. Man sieht das in der Thermodynamik, wo die innere
Energie, welche die Thermodynamiker in Kalorien (cal) messen, über das sogenannte mecha-

nische Wärmeäquivalent in Joule (J) umgerechnet wird, wobei 1cal = 4,18J = 4,18 kg·m2

s2 gilt. Bei
der Elektrodynamik müssen sie dann zähneknirschend zugeben, dass die elektrische Ladung
neben der Masse vielleicht doch eine neue Qualität der Materie ist. Allerdings gibt es bis heu-
te andauernde Versuche, die Maxwellschen Gleichung mechanistisch aus einer Äthertheorie
mit rotativen Freiheitsgraden herzuleiten. Darauf werden wir beim Drallsatz zurückkommen.
Von der Quantenmechanik und dem statistischen Aspekt der Wirklichkeit hält man wenig. Me-
chanik ist von ihrem Grundverständnis her eine deterministische Theorie, was sich in solchen
Gedankenkonstrukten wie dem Laplaceschen Dämon widerspiegelt, wonach ein System für
gegebene Anfangsbedingungen vorhersagbar ist, insofern man die Grundgleichungen für die
Systemdynamik kennt. Und davon gehen die Mechaniker aus, dass solche existieren, bzw. dass
man sie kennt, nämlich die Newton–Eulerschen Grundgleichungen, die wir noch besprechen
werden.

Die Physiker sind aber mindestens genauso von sich überzeugt. Für sie ist die Mechanik ein
abgeschlossenes, relativ langweiliges Teilgebiet. Wenn man einen Physiker jedoch fragt, was
der Elastizitätsmodul ist, bzw. wie man die Durchbiegung eines Balkens berechnet und wie der
dazugehörige Spannungszustand aussieht, dann werden sich viele dieser Zunft achselzuckend
abwenden, denn das sei nicht grundlagenorientiert. Ein naturwissenschaftlich-technisch ver-
sierter Mensch kennt aber beide Welten, und damit das so ist, soll daran hier gearbeitet wer-
den.

Die Frage, wie man Masse, Zeit und Länge tatsächlich misst, ist in der Tat ein Kapitel für sich,
das wir hier nicht im Detail besprechen. Es sei nur soviel gesagt, dass man für jede dieser Grö-
ßen ein Normal, also die Einheitsmasse, die Einheitszeit und die Einheitslänge festlegen muss.
Andere Massen, Zeiten und Längen bestimmt man dann im relativen Vergleich als Vielfache
davon. Außerdem muss man sich davor hüten, andere bislang undefinierte Größen bei der
Messung einfließen zu lassen. Zum Beispiel könnte man ja auf die Idee kommen, Massen da-
durch zu vergleichen, dass man eine unbekannte Masse mit Einheitsgewichten auf einer Bal-
kenwaage tariert. Dazu jedoch brauchte man den Begriff der (Gewichts-)Kraft, und zwar am
besten unabhängig von allen anderen drei Größen. Das jedoch ist seltsam, denn wie man weiß,

hat die Kraft die Einheit N = kg·m
s2 , also muss sie doch durch die drei genannten Grundgrößen

herleitbar sein.

Solche Zirkelschlüsse sind Wissenschaftlern schon seit langer Zeit als störend aufgefallen. Wie
Goethe sagt: „Denn eben wo Begriffe fehlen, da stellt ein Wort zur rechten Zeit sich ein. Mit
Worten lässt sich trefflich streiten, mit Worten ein System bereiten, an Worte lässt sich trefflich
glauben, von einem Wort lässt sich kein Jota rauben.“ Das in diesem Zusammenhang nöti-
ge, treffliche Wort lautet primitiv. Masse, Zeit und Länge sind sogenannte primitive Größen.
Damit will man aber keineswegs ausdrücken, dass sie ordinär oder simpel sind. In der Natur-
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wissenschaft versteht man darunter, dass sie keiner weiteren Erklärung bedeuten und damit
basta!

Unsere drei mechanischen Grundgrößen haben noch eine schöne Eigenschaft. Man kann mit
jeder einzelnen von ihnen rechnen wie mit reellen Zahlen R, also zum Beispiel addieren bzw.
subtrahieren. Die Reihenfolge ist gleichgültig. Selbstverständlich muss man dabei stets die
Einheit hinzufügen. Größen, die über diese schön einfache Eigenschaft verfügen, nennt man
Skalare.

1.2.2 Kraftbegriff

Die schon erwähnte weitere mechanische Grundgröße Kraft ist komplizierter. Sie ist ein soge-
nannter gebundener Vektor, und als solcher gehorcht sie zunächst einmal den in der Toolbox
zusammengestellten mathematischen Rechenregeln für Vektoren.

Vektoren Wir bezeichnen Vektoren, wenn wir sie als abstrakte, koordinatenunab-
hängige Objekte begreifen, mit fettgedruckten Buchstaben, also a, b, etc. Da dies in
Handzeichnungen schwierig kenntlich zu machen ist, versehen wir sie dort mit ei-
nem Unterstrich. Man kann sie sich anschaulich als Pfeile vorstellen. Man addiert
Vektoren geometrisch unter Beachtung der „Hacke-Spitze-Regel“: Man nehme den
ersten Vektor aus einer zu addierenden Gruppe und hänge an seine Spitze die Hacke
des nächsten, u.s.w., bis alle berücksichtigt wurden. Dann verbinde man die Hacke
des ersten Vektors mit der Spitze des letzten. Dies ergibt die äquivalente Resultieren-
de. Das Negative eines Vektors erhält man, indem man Pfeilspitze und Pfeilanfang
vertauscht, was auch die Subtraktion erklärt. Es gilt ein Kommutativgesetz:

c = a +b = b +a. (1.1)

Vektoren kann man bezüglich Basen darstellen. Wenn es sich um vektorielle Größen
im physikalischen Raumes handelt, wählt man oft eine kartesische Einheitsbasis e i

mit i ∈ {1,2,3} und schreibt:

a = a1e1 +a2e2 +a3e3 =
3∑

i=1
ai e i ≡ ai e i . (1.2)

Hier tritt die Einsteinsche Summenkonvention in Aktion: Über in einem Produkt auf-
tretende gleichnamige Indizes (hier i ) wird im 3D-Raum automatisch von eins bis
drei summiert. Wenn es sich um ein ebenes Problem handelt, natürlich nur bis zwei.

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren bildet diese auf eine reelle Zahl ab. Ist
α = ∡(a,b) der Winkel zwischen den Vektoren a und b, dann gilt für ihr Skalarpro-
dukt:

a ·b = |a||b|cosα= ai bi . (1.3)

Man kann das Skalarprodukt als Projektion des einen Vektors auf den anderen deu-
ten. Außerdem kann man damit die Länge eines Vektors berechnen:

|a| =p
a ·a =p

ai ai . (1.4)
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Dabei erhält man die Komponentendarstellung ai ai in der letzten Gleichung auf-
grund der Tatsache, dass gilt:

e i ·e j = δi j =
{

1 falls i = j

0 falls i ̸= j .
(1.5)

Man nennt das Symbol δi j auch das Kroneckerdelta. Wir werden später sehen, dass
es die Komponenten des Einheitstensors bezüglich orthonormaler Basen angibt (vgl.
Gleichung (2.14)).

Das Kreuzprodukt bildet zwei Vektoren a und b auf einen Vektor c ab:

c = a ×b, (1.6)

wobei dieser senkrecht auf a und b steht, a · c = 0 und b · c = 0. Für die Länge des
Vektors c gilt:

|c | = |a||b|sinα. (1.7)

Das ist gleich der durch a und b eingeschlossenen Parallelogrammfläche, wobei
α wieder den Zwischenwinkel zwischen a und b (bei Drehrichtung von a auf b)
bezeichnet. Die Richtung von c ist dadurch festgelegt, dass c auf beiden Vektoren
senkrecht steht und a, b, c in dieser Reihenfolge ein Dreibein bilden (Rechte-Hand-
Regel). Eine Komponentendarstellung ist ebenfalls möglich:

ci = ϵi j k b j ck (1.8)

mit dem Levi-Civita-Symbol:

ϵi j k =


1 falls i , j ,k = 1,2,3 und zyklisch vertauscht

−1 falls i , j ,k = 2,1,3 und zyklisch vertauscht

0 sonst.

(1.9)

Wir werden später sehen, dass εi j k die Komponenten des total antisymmetrischen
Tensors dritter Stufe sind. Alternativ ist auch die folgende Determinantendarstellung
gültig:

c =
∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣= c · (a ×b)

= (a2b3 −a3b2)e1 + (a3b1 −a1b3)e2 + (a1b2 −a2b1)e3.

(1.10)

Nicht nur bei Kreuzproduktskomponenten ist das Levi-Civita-Symbol nützlich. Man
kann es auch dazu verwenden, den dritten Einheitsvektor einer Orthogonalbasis zu
ermitteln:

e i = ϵi j k e j ×ek . (1.11)

Dabei sind zum Beispiel i , j ,k im Falle einer kartesischen Orthogonalbasis aus der
Menge {1,2,3} und bei Zylinderkoordinaten aus {r ,ϕ, z}.
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Wichtig zu kennen ist auch die sogenannte „bakzapp-Regel“, die es gestattet, ein
doppeltes Kreuzprodukt in zwei Vektoren umzuschreiben:

a × (b ×c) = b(a ·c)−c(a ·b), (1.12)

und die Spatproduktsregel, die das Volumen des durch drei Vektoren aufgespannten
Parallelepipeds zu berechnen erlaubt:

a · (b ×c) = b · (c ×a). (1.13)

Das Adjektiv gebunden bedarf einer weiteren Erklärung. Mathematische Vektoren können oh-
ne Probleme parallel zu sich verschoben werden. Führt man eine solche Aktion bei einem
Kraftvektor durch, so kann sich der Effekt ändern, den er bei einem Körper verursacht. Bei-
spielsweise kann bei Wechsel von einem Körperangriffspunkt A nach B anstelle einer Links-
eine Rechtsdrehung erfolgen. Dieser Fußpunkt erklärt die Bindung eines Kraftvektors an den
ihm zugehörigen materiellen Körper. Man darf einen Kraftvektor allerdings längs seiner Wir-
kungslinie (WL) durch den Fußpunkt verschieben. In der Praxis wird das durch Verbindungs-
elemente (Seile, Stangen) realisiert.

Auch der Kraftvektor ist eine primitive Größe. In der Tat erschließt sich seine Existenz aus dem
aristotelischen (abendländischen) Prinzip von Ursache und Wirkung: Wir beobachten eine
Deformation an einem Körper oder dessen Beschleunigung bzw. Abbremsung aus einer An-
fangsgeschwindigkeit heraus (Wirkung) und glauben, dass dem eine Ursache zugrunde liegen
muss. Diese Ursache nennen wir Kraft. Wohlgemerkt, das ist nur ein Name, obwohl Newton
Ursache und Wirkung in seinem Gesetz Kraft = Masse × Beschleunigung zusammengeführt
hat. Davon wird im Kapitel Dynamik noch die Rede sein. Eines sei aber schon jetzt gesagt.
Wenn man glaubt, diese Gleichung definiere die Kraft, so ist man auf dem Holzweg. Sie ver-
bindet lediglich diverse primitive Größen, denn die Beschleunigung als zeitliche Änderung der
Geschwindigkeit setzt sich ja aus den primitiven Größen Ort und Zeit zusammen. Die Situa-
tion ist in einem gewissen Sinne immer noch so wie in alten Zeiten, wo man glaubte, dass
ein zorniger Donnergott (die primitive, nicht erklärbare Ursache) seine Blitze (die beobachte-
te Wirkung) schleuderte. Im Unterschied zu Göttern jedoch ist die Kraft verlässlich und ihre
Wirkung beliebig oft reproduzierbar. Das ist der entscheidende, womöglich einzige Vorteil der
Naturwissenschaft gegenüber jedwegen Glaubens. Aber was Kraft, Masse, Zeit, Länge letztend-
lich sind, verschweigt des Sängers Höflichkeit. Allerdings erklärt Newtons Grundgleichung die
oben genannte Einheit für die Kraft und ihren Zusammenhang zu den Einheiten der mecha-

nischen Grundgrößen. Einheitentreue muss gegeben sein: 1N = 1 kg·m
s2 .

1.2.3 Einteilung der Kräfte

In der technischen Mechanik sind wir gezwungen, diverse Kraftbegriffe und Kraftmodelle
auseinanderzuhalten. Als Kraftbegriffe notieren wir zunächst die sogenannte äußeren oder
auch eingeprägten Kräfte. Sie sind vorgegeben, also bekannte Größen. Das Paradebeispiel ist
die Schwerkraft, die jedem massebehafteten Körper auf der Erde innewohnt. Aber auch „von
außen“ auf dem Körper angreifende, bereitgestellte Lasten zählen hierzu. Sie entstehen, in-
dem man am Körper willentlich zieht oder drückt. Dieser Zug bzw. Druck kann punkt-, linien-,
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flächen- oder volumenförmig angebracht bzw. verteilt werden. Das führt auf die Modelle
Punktkraft F , Streckenlast q , Flächenkraft t und Volumenkraft f , die in Abb. 1.1 illustriert
sind. Während F in Newton angegeben wird, ändern sich je nach Art der Lastverteilung bei
den anderen die Einheiten. Wir haben [q] = N

m , [t ] = N
m2 , [ f ] = N

m3 . Manchmal bezieht man die
Volumenkraft auf die Massendichte ρ und erhält [ f/ρ] = m

s2 . Das ist die Einheit einer Beschleu-
nigung, namentlich der Erdbeschleunigung g . Den Betrag der Volumenkraft nennt man auch
die Wichte (spezifisches Gewicht) γ. Sie ist gleich der Dichte multipliziert mit dem Betrag der
Erdbeschleunigung γ= ρg .

Bild 1.1 Illustration verschiedener Kraftarten.

Als weiterer Kraftbegriff seien die Träg-
heitskräfte notiert. Eine Beispiel hierfür
ist der mit negativem Vorzeichen verse-
hene Ausdruck Kraft×Beschleunigung.
Hier begeben wir uns jedoch auf gefähr-
liches Eis, da wir damit beginnen, Ursa-
che und Wirkung zu vertauschen bzw.
begrifflich zu verwässern.

Kommen wir nun zu dem Begriff
Reaktions- bzw. Zwangskräfte. Dieses sind Kraftgrößen, die daraus resultieren, dass man ei-
nem Körper seine „Bewegungsfreiheit nimmt“. Die Bewegungsfreiheit lässt sich dadurch ein-
schränken, dass man den Körper fesselt, und das geschieht in der Technik durch Lagerung,
also mit Hilfe von Seilen, Stangen, Gelenken etc. Nun interessiert natürlich, welche Belastung
diese Lager als Konsequenz eingeprägter Kräfte erfahren. Diese Belastungen sind also unbe-
kannt und darüber hinaus zunächst nicht sichtbar. Sichtbar werden sie erst im sogenannten
Freischnitt (englisch free body diagram). Das Vorgehen ist in der Abb. 1.2 für ein einfaches
Beispiel illustriert. Zu sehen ist ein Klotz mit dem Gewicht G (eingeprägte Kraft), der auf dem
Boden aufliegt. Man möchte wissen, unter welcher Belastung der Boden steht. Man schnei-
det also die Kontaktfuge frei. Man beachte: Die Fuge hat zwei Seiten, eine zum Klotz und eine
zum Erdboden hin. Für diesen Schnitt ist ein Preis zu zahlen, der darin besteht, dass man eine
unbekannte Kontakt- bzw. Reaktionskraft F in der klotzseitigen Fuge, d. h. der Klotzunterseite
einträgt. Außerdem trägt man eine gleichgroße entgegengesetzte Kraft −F auf der erdbogen-
seitigen Fuge an. Schiebt man beide Bilder übereinander, so ist man wieder beim Ausgangszu-
stand angelangt, wo man die Reaktionskräfte „nicht sieht“.

Bild 1.2 Freischnitt eines Klotzes im Schwerefeld.

In der Statik ist es nun so, dass die
Kraft F dem Gewicht G das Gleich-
gewicht hält. Beide sind betragsmäßig
gleich groß und entgegengesetzt zuein-
ander gerichtet. Wir werden das Prinzip
der verschwindenden Gesamtkraft wei-
ter unten in mathematischer Form als
ein wesentliches Prinzip der Statik und

später als einen Spezialfall der Dynamik begreifen lernen. Wir werden auch noch sehen, dass
man alle unbekannten Reaktionskräfte aus Kräfte- und Momentengleichgewicht berechnen
kann, wenn es sich um ein sogenanntes statisch bestimmtes System handelt. Manchmal je-
doch gelingt das nicht. Dann benötigt man zusätzlich Elemente der Festigkeitslehre, um zum
Ziel zu gelangen.
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Natürlich ist der Freischnitt nicht immer so einfach wie im Beispiel. Wenn wir über Lagerungen
sprechen, werden wir weitere solche äußere, durch Lagerungen hindurchgehende Freischnitte
kennenlernen, die je nach Art des Lagers mehr oder weniger komplex ausfallen können. Bevor
wir uns nun abschließend den inneren Freischnitten zuwenden, sind ein paar Bemerkungen
angebracht.

■ Kraft und Gegenkraft Dieses im Freischnitt der Fuge angewandte Prinzip geht wohl auf
Newton zurück: Jede freigeschnittene Kontaktkraft kommt mit einer betragsmäßig gleich-
großen, aber entgegengesetzt gerichteten Kraft einher. Man sagt mantraähnlich gerne actio
= reactio. Im Dynamikkapitel werden wir diese Aussage als Newtons Lex Tertia kennenler-
nen. Sie ist aber insbesondere in der Statik in der erläuterten Form gültig.

Bild 1.3 Freischnitt der Gravitationswirkung Erde-Mond.

■ Fernwirkungsprinzip, dynamisches Gleichgewicht, Prinzip von d’Alembert Im diskutier-
ten Beispiel sind offensichtlich die Kraft und die Gegenkraft gleichzeitig präsent, denn bei-
de „befinden sich“ in derselben Fuge an demselben Punkt. Betrachten wir nun das Beispiel
des Systems Erde-Mond. Man kann sich das idealisiert so vorstellen, dass beide wie ein
starrer, aus zwei ungleichen, radialsymmetrischen Massen bestehender Hantelkörper mit
einer Winkelgeschwindigkeit um den (Schwer-)Punkt S drehen. Das ist jedoch ein gedach-
ter Punkt, denn die Stange, welche in einer richtigen Hantel die beiden Köpfe verbindet,
fehlt. Trotzdem schneiden wir wie in Abb. 1.3 dargestellt frei. Wir erhalten zwei Teilsyste-
me, eins für die Erde, eins für den Mond. Im ersten Fall wirkt die Kraft F ME, die der Mond
aufgrund seiner Gravitation auf die Erde ausübt, und im zweiten Fall die Kraft F EM, mit
der die Erde den Mond anzieht. Es gilt F ME =−F EM, also actio = reactio. Man beachte: Die
Gravitationswirkung wird ohne ein Medium, sozusagen durch das Vakuum übertragen. Für
wahre Mechaniker ist das eine unangenehme Vorstellung. Man nennt das abschätzig auch
Fernwirkung . Außerdem teilt sich (nach Newton) die Information, dass eine Masse gra-
vitiert, unendlich schnell über beliebig weite Distanzen hinweg mit. Auch das klingt nach
Science Fiction. Schließlich fragt man sich, welche Kraft im Erde-Mond-Beispiel den Gravi-
tationskräften denn eigentlich das Gleichgewicht hält. Der Franzose d’Alembert hat darauf
eine Antwort. Es handelt sich hier doch eigentlich um ein dynamisches Problem, und dann
muss man neben den Freischnittkräften auch noch die mit einem negativen Vorzeichen
versehene Trägheitskraft, genannt Zentripetalkraft, antragen. Dieses Konglomerat nennt
man dann auch Zentrifugalkraft F Zf. Höchst abstrus das Ganze! Darum lassen sich New-
tonianer auch nicht darauf ein. Im Kapitel über Kontinuumsmechanik werden wir diese
beiden Standpunkte miteinander vergleichen und verstehen, dass dies mit dem sogenann-
ten Beobachterwechsel zusammenhängt.
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Bild 1.5 Moment einer Kraft und Wirkungslinie.

Bild 1.4 Freischnitt durch Balkenquerschnitt.

Nun zu den inneren Reaktionskräften. Wir betrachten die in Abb. 1.4 dargestellte Situation
eines belasteten Balkens. Unter dem gezeichneten Biegemoment M wird er sich „zu einem
Smiley“ biegen: Der Obergurt wird dabei gestaucht und der Untergurt gestreckt. Diese Wirkung
wird sich aufgrund innerer Kräfte im Balken einstellen. Um sie sichtbar zu machen, müssen wir
über dem Querschnitt A wie gezeichnet freischneiden. Dieser innere Schnitt durch Materie
enthüllt die inneren Reaktionskräfte. Man beachte, dass auch hier das Actio=Reactio-Prinzip
gilt: Wenn man die beiden Teilbalken zusammenführt, annihilieren sich die Kraftverteilungen
der beiden Teilbalken und die Situation vor dem Schnitt ist wiederhergestellt. Solche inneren
Reaktionskräfte zu kennen, ist wichtig, denn sie entscheiden darüber, ob der Balken zerreißt,
abschert oder knickt.

1.2.4 Momentenbegriff

Beim letzten Beispiel war bereits von Biegung aufgrund einer externen Kraftwirkung die Rede.
Diese Biegung resultiert eigentlich aus einem Drehmoment, respektive Drehmomentenvektor,
den wir wie folgt definieren:

M (O) = x ×F . (1.14)

Dabei ist O ein beliebiger Fußpunkt oder auch Bezugspunkt, der über den Ortsvektor wie in
Abb. 1.5 gezeichnet zum im Punkt A angreifenden Kraftvektor führt. x wird in diesem Zusam-
menhang auch als Aufpunkt bezeichnet. Es gilt für den Hebelarm h, der als Senkrechtabstand
vom Fußpunkt zur Wirkungslinie der Kraft definiert ist:

h = |x |sinα. (1.15)
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Also wegen Gleichung (1.7):

|M (O)| = |F |h. (1.16)

Das ist die Archimedische Definition des Begriffes Moment als Kraft×Hebelarm. Sehr oft stu-
dieren wir in der Technischen Mechanik ebene Probleme. Dann ist x = x1e1 + x2e2 und F =
F 1e1 +F 2e2. Mit den Gleichungen Gleichung (1.14) und Gleichung (1.10) finden wir dann:

M (O) = (F2x1 −F1x2)e3. (1.17)

Wir fassen dieses Ergebnis in einem Merksatz zum praktischen Gebrauch zusammen:

Bei ebenen Problemen steht der Momentenvektor senkrecht zur Zeichenebene
(e1,e2). Er kann aus ihr heraus- oder hineinzeigen. Das entspricht einem positiven
Wert und umgekehrt. Wir berechnen diese Komponente in e3-Richtung mit der ein-
fachen Regel Kraft×Hebelarm der einzelnen Kraftkomponenten F1, F2, die mit Pfeil-
spitzen eingezeichnet werden. Dabei gilt „linksrum um O“ ist positiv und „rechts-
rum“ negativ. Im gezeichneten Fall entspricht das den Produkten F2x1 und −F1x2.

Einige Bemerkungen sind angezeigt:

■ Der Momentenbegriff wird korrekterweise über den Momentenvektor erklärt. In der Praxis
zweidimensionaler Probleme ist es jedoch oft müßig, den Vektorbegriff zu bemühen. Hier
hilft der Merksatz weiter!

Bild 1.6 Polare und axiale Vektoren.

■ Aufgrund der Definition über das Kreuzprodukt ist der Momentenvektor ein axialer Vek-
tor im Gegensatz zum Ortsvektor oder zum Kraftvektor, die polare Vektoren sind. Axiale
Vektoren behalten bei einer Punktspiegelung ihr Vorzeichen bei, polare nicht. Das ist in der
Abb. 1.6 zu sehen: Das Auto bewegt sich aufgrund eines vom Motor auf die Hinterachse wir-
kenden Drehmoments, repräsentiert durch den Momentenvektor M . Auch sein Spiegelbild
bewegt sich in dieselbe Richtung. Dazu gehört ein Momentenvektor M ′ = M , der in diesel-
be Richtung weist. Beim Positionsvektor des linken Hinterrades jedoch wechselt der Pfeil
von rechts auf links zeigend. Dieser wird demnach gespiegelt.

■ Begreift man den Momentenvektor ausschließlich über eine Kraftgröße, wie in Glei-
chung (1.14) geschehen, so handelt es sich um eine abgeleitete und nicht um eine primitive
Größe.
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Bild 1.7 Ein Kräftepaar.

Die Aussage des letzten Spiegelpunktes ist fragwürdig, wie wir nun sehen werden. Betrachte
die in der Abb. 1.7 gezeigte Situation von zwei antiparallelen, gleich großen Kraftvektoren ±F ,
deren Wirkungslinien nicht zusammenfallen. Die Gesamtkraftwirkung ist also null. Die Mo-
mentenwirkung jedoch nicht und gegeben durch:

M (O) = (
xA −xB)×F . (1.18)

Wie man sich überzeugt, hängt der Differenzvektor nicht von der Wahl des Fußpunktes O ab.
In der Tat ergibt sich bei Auswertung des Kreuzproduktes für den Betrag des Momentenvek-
tors genau M = dF , wobei d der einzeichnete Senkrechtabstand ist, und diese Größe hängt von
O nicht ab. Man kann nun in Gedanken einen Grenzprozess durchführen, und zwar so, dass
d → 0 und F →∞ mit M = const. gilt. Das wird dann nochmals abstrahiert, und man spricht
von der Existenz eines reinen Momentes bzw. reinen Momentenvektors M oder auch Momen-
tenpaares (englisch moment couple), das nicht auf Kraft und Abstandsdefinitionen beruht,
sondern eine eigenständige primitive Größe verkörpert. An den Vektor schreiben wir auch kei-
nen Fußpunkt O, und er darf beliebig im Raum verschoben werden, ohne dass sich seine Wir-
kung auf einen Körper ändert. In Cartoonzeichnungen verwenden wir für das reine Moment
gerne die Symbole ⟲ und ⟳, um (meist für ebene Probleme) anzudeuten, dass es sich um ein
links (positives) oder rechts (negatives) drehendes, reines Moment handelt. Ein letztes Wort
zu diesem Thema: Irgendwie muss man ein Momentenpaar ja erzeugen und wenn man an
den Grenzprozess denkt, ja wohl letztlich auf atomaren Wirkungsfeldern beruhend begreifen.
Wären dies rein radial gerichtete Kraftwirkungen, so wäre das Momentenpaar eine abgeleitete
Größe. Es scheint jedoch wohl so zu sein, dass es auch wirbelförmige Felder gibt.

Beispiel 1.1 Streckenlast I
In den Kapiteln, die sich mit Balken beschäftigen, z. B. Abschnitt 1.6, spielen Strecken-
lasten q eine wesentliche Rolle. Zur Vertiefung dieses Begriffs betrachten wir erstens
einen statisch bestimmt gelagerten Balken von gleichbleibendem Querschnitt der Län-
ge ℓ, auf dessen Obergurt mit der Weite b0 das Gewicht einer Sandschüttung (Wichte
γ0 in N/m3) ruht: Abb. 1.8 . Am linken Ende ist die Höhe der Schüttung h0, am rechten
h0 +h1 wie gezeichnet. Wir nehmen an, dass der Sand feucht ist und am Obergurt des
Trägers „klebt“. Positionen auf der Flächenschwerpunktsachse können wir entweder
durch die Koordinate 0 ≤ s ≤ ℓ über den Richtungsvektor n (der Normalenvektor im
Flächenschwerpunkt S des Balkenquerschnittes) oder durch die Horizontalkoordinate
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0 ≤ x ≤ ℓcosαmit dem horizontalen Richtungsvektor ex erfassen. Geometrische Über-
legungen führen dann auf eine in diesen Koordinaten lineare Funktion der Schütthöhe:

h(x) = h0 +
x

ℓ

h1

cosα
≡ h0 +x tanα oder h(s) = h0 + s sinα= h0 +

h1

ℓ
s. (1.19)

Bild 1.8 Geneigter Stab prismatischen Querschnitts.

Die Streckenlast q(s) wird im Eigensystem des Balkenquerschnitts dargestellt. Dazu
führen wir zusätzlich noch den Tangentialvektor t an die Querschnittsfläche wie ge-
zeichnet ein:

q(s) = n(s)n +qn(s)t . (1.20)

Darin sind n und t der Normalenvektor und der Tangentialvektor der Schnittfläche und
nicht der Oberfläche des Körpers, siehe Abb. 1.8 rechts. Man nennt die Anteile n(s) und
qn(s) dementsprechend Normal- und Querlastverteilungen, wobei zu die Normallast
tangential an der Balkenoberfläche liegt und die Querlast senkrecht zu dieser – eben
genau andersherum als in Bezug auf die Schnittfläche. Wir werden später sehen, dass
n(s) und qn(s) für die Schnittlasten Normalkraft- und Querkraftverteilung verantwort-
lich sind. Nichtsdestotrotz ist es wichtig sich zu erinnern, dass im dargestellten Fall ihr
Angriffspunkt (man erinnere, dass Kräfte gebundene Vektoren sind) auf der Obergurt-
seite des Balkens liegt, ganz genau gesagt in der zugehörigen Schwerachsenebene des
Querschnittes. Wir haben:

n(s) = q(s)sinα , qn(s) = q(s)cosα. (1.21)

Den Betrag q(s) der Querlast findet man über das Gewicht der Sandschüttung an der
Stelle s:

q(s) = γ0b0h(s) (1.22)

und mithin:

n(s) = γ0b0
(
h0 + s sinα

)
sinα , qn(s) = γ0b0

(
h0 + s sinα

)
cosα , s ∈ [0,ℓ]. (1.23)

Der Spezialfall eines horizontalen Balkens α= 0 bringt:

n(x) = 0, qn(x) = γ0b0h0 = const. (1.24)

So erklärt es sich, dass man n(s) in vielen Büchern wenig Beachtung schenkt und sich
auf qt(s) fokussiert, das man kurz auch mit q(x) (Querlastverteilung) bezeichnet. ■
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Beispiel 1.2 Streckenlast II
Das vorherige Beispiel 1.1 hat gezeigt, dass es nicht ganz einfach ist, Quer- und Nor-
mallasten zu realisieren. Der erwähnte Sand muss sozusagen am geneigten Balken „kle-
ben“, damit dies geschieht, oder man hängt Gewichte dran. Dann sind die Verteilungen
aber nicht wirklich kontinuierlich, sondern eher diskret.

Bild 1.9 Geneigter konischer Stab.

Wirklich kontinuierliche Verteilungen erhält man, wenn man das Eigengewicht des Bal-
kens beachtet. Betrachten wir dazu den in Abb. 1.9 geneigten konischen Stab der Länge
ℓ und der Wichte γ0. Am linken Ende habe er die Fläche A0 = πr 2

0 und rechts Aℓ = πr 2
ℓ

.
Mit den Bezeichnungen für Koordinaten aus Beispiel 1.1 schreiben wir für die Zwi-
schenradien:

r (s) = r0 +
s

ℓ

(
rℓ− r0

)
. (1.25)

Über das Gewicht der eingezeichneten Kreisscheibe findet man für den Betrag der Stre-
ckenlast:

q(s) = γ0b0πr 2(s) (1.26)

und somit:

n(s) = γ0π
[
r0 +

s

ℓ

(
rℓ− r0

)]2 sinα , qn(s) = γ0
[
r0 +

s

ℓ

(
rℓ− r0

)]2 cosα , s ∈ [0,ℓ]. (1.27)

Anders als im vorherigen Fall liegt der Angriffspunkt dieser Kraftverteilungen aber nicht
auf der Oberkante der Kreisquerschnitte, sondern im Zentrum des Kreises, seinem Flä-
chenschwerpunkt. Speziell für einen horizontal gelagerten konischen Stab (α = 0) fin-
den wir:

n(x) = 0, qn(x) = γ0
[
r0 +

x

ℓ

(
rℓ− r0

)]2. (1.28)

Offenbar ist die Querlastverteilung diesmal nicht konstant, sondern wächst quadra-
tisch über x an. ■


