vdf i Lehrbuch

Mathematik SR
N
Fourier-
Transformation

Beispiele, Aufgaben, Anwendungen

VPN
VIV

TES((D‘+ wo) nﬁ(oo‘ wo)

~® @

(O}

T

Herbert Sager —

vdi



vd'f

vdf Hochschulverlag AG
an der ETH Zirich



Herbert Sager

Fourier-Transformation

Beispiele, Aufgaben, Anwendungen

Yy
VRTATEY

n8(m‘+ mo) nS(m—mO)

(Q)) (O))

1. Auflage



> weitere

Publi

aktuelle
kationen

1. Auflage 2012
© vdf Hochschulverlag AG an der

Prof. Dr. Herbert Sager

Bibliografische Information

der Deutschen Nationalbibliothek
Die Deutsche Nationalbibliothek
verzeichnet diese Publikation in der
Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten
sind im Internet iiber
http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Das Werk einschliesslich aller seiner
Teile ist urheberrechtlich geschiitzt.
Jede Verwertung ausserhalb der

engen Grenzen des Urheberrechts-
gesetzes ist ohne Zustimmung

des Verlages unzuldssig und strafbar.
Das gilt besonders fiir Vervielfaltigun-
gen, Ubersetzungen, Mikroverfilmungen
und die Einspeicherung und Verarbei-
tung in elektronischen Systemen.

ISBN 978-3-7281-3393-9 (Printausgabe)

ISBN 978-3-7281-3687-9 (E-Book)
DOI 10.3218/3687-9

ETH Ziirich

Der vdf im Internet:
www.vdf.ethz.ch


http://www.vdf.ethz.ch/info/showDetails.asp?isbnNr=3393

Inhaltsverzeichnis

Verwendete Symbole

Geleitwort Prof. Thomas A. Heim

Vorwort

1 Fourier-Integral und kontinuierliches Spektrum 1
1.1 Von der Fourier-Reihe zum Fourier-Integral............ccccoooiiiiiiiiieeeeeeee 1
1.2 Fourier-Transformation von reellen, geraden oder ungeraden Funktionen ..................... 5
1.3 Fourier Cosinus- und Sinus-Transformationen ............c.ccoceeevenininieinieicieeenenenne 10
1.4 Eigenschaften der Fourier-Transformation .............ccccoeevevvienienieeiienieneeieeeeeeve e 12
1.5 Aufgaben und Losungen zu Kapitel 1.......cccooeiieriiriiniiniiiiiiececceeceeceeeeeeee e 21

2 Impuls-Funktion, Trickkiste der Fourier-Transformation 37
2.1 Der Dirac S-IMPuUlS.......ccccirieiriiiiiiiiiicicicncet ettt 37
2.2 Differentiation des S-IMPUISES .....cccovviiiirieiiiiieieiectee e 46
2.3 Fourier-Reihen von Ableitungen unstetiger periodischer Funktionen .............cccccce.... 49
2.4 Aufgaben und Losungen zu Kapitel 2........ccocvvviiiienieniieiinieiieieeeeee e 53

3 Zentrale Eigenschaften der Fourier-Transformation 57
3.1 DiE FAIUNG .ocvveiiiiieiieiicieieeeeee ettt sttt sttt ettt enae s 57
3.2 Satz von Parseval, Energiedichte-Spektrum ..........c.cccoeiniiiniininiincinncnceenee, 62
3.3 Korrelationsfunktionen, Satz von Wiener-Khinchin ..............cccoooooviiiiieiiiciceceee, 64
3.4 Aufgaben und Losungen zu Kapitel 3........cooooiiiiiiiiiieieeeeee e 67

4 Fourier-Transformation spezieller Funktionen 77
4.1 Fourier-Transformation des Delta-Impulses und die Inversionsformel......................... 77
4.2 Fourier-Transformation von Cosinus und SINUS.........cccoeevreireinenneneineesecseeeeneas 79
4.3 Fourier-Transformation der Heaviside-Funktion H (£) .......ccccceevuerienievieneenieeieieeiennen 80
4.4 Fourier-Transformation periodischer Funktionen..............ccocoveveviniieniecinieieceiene 86
4.5 Multiplikation und Faltung mit einem ImpulSzug o, (£) ....cccocevvereinccneincncecnne, 89

4.6 Aufgaben und Losungen zu Kapitel 4.........ccoveviiiiiiieniieiiciesieie et 92



vi

5 Diskrete Fourier-Transformation 111
5.1 Abtastung des Signals in der Zeit / in der Frequenz ........c.coccovvvevieviiienceneeienieen, 111
5.2 Herleitung des diskreten Fourier-Transformationspaares ...........cccceeveeveerveneeevennennenn 115
5.3 Aufgaben und Losungen zu Kapitel S........ccooveviieiiiiienieieceee e 119

LIteraturVerZEICHINIS .....eoviiitieiieiii ettt ettt ettt et et e e saeebeeneesaeenseenbeens e ene 122

SACRVETZEICHINIS.......eotieiiiiecie ettt ettt et sttt e e e sbeebeenseeneesaeenseens 123

6 Tabellen 125

6.1 Tabelle Mit FOrMEIN......c.cocoiiiiiiiiiiiiet e 125

6.2 Fourier-Transformationspaare (mit Bildern) ..........c.ccoceviviiiniinieniiiinieneeeceeeee, 131



Verwendete Symbole

j Imaginére Einheit
t Zeit
@ Kreisfrequenz
L (]R) Lebesgue-Raum der absolut integrierbaren Funktionen
mit Norm |£], = [ [ £ (0] dr < =0 Seite 6
r (R) Lebesgue-Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen Seite 6

(f(), g))= j” f(t)-g"(t)dt Skalarprodukt der Funktionen f,g € L’ (R) Seite 6

(f*g)(t) Faltung von f, g e I (]R) oder f,gel (R) Seite 57
F: f(t) > F(w) bezeichnet die Fourier-Transformation Seite 5
F bezeichnet die inverse Fourier-Transformation Seite 5
f(t)o—o F ( f (t)) = F(w) ein Fourier-Transformationspaar Seite 5
F(w) die komplex konjugierte von F(w) Seite 6
Fe ( I (t)) = [ (o) Fourier Cosinus-Transformation Seite 10
]—"S( f (t)) = Fy(w) Fourier Sinus-Transformation Seite 11
D Vektorraum der Testfunktionen Seite 39
® 1, falls |f|<d/2 Rechteckimoul Seite 9
= echteckimpuls eite
Pa70,  lf>da2 P
[

q, () = =7 |t| <T Dreiecksimpuls Seite 20

0, l|>T

1, falls¢>0 .. . :
H(t) = Heaviside-Funktion Seite 47

0, t<0

) 1, fallsz>0 . . :
sign(t) = Signum-Funktion Seite 82
-1, t<0

o) Dirac-Distribution Seite 41

o, (1) Impulszug Seite 51



viii

Geleitwort

Die Fourier-Transformation bildet die Grundlage von &dusserst leistungsstarken numerischen
Verfahren mit vielfiltigsten Anwendungsgebieten, etwa in der Zeit-Frequenz-Analyse,
Signalverarbeitung in Nachrichtentechnik, Audio- und Bildverarbeitung, Behandlung von
Differenzialgleichungen zur Analyse nichtlinearer Systeme und viele mehr. Das vorliegende,
nur rund 150 Seiten starke Buch richtet sich an Studierende von Fachhochschulen und
technischen Universititen. Die langjdhrige Unterrichtserfahrung des Autors widerspiegelt
sich im jederzeit auf das unmittelbare Ziel fokussierten Vorgehen. So werden in vielen
kleinen Schritten systematisch die Methoden und Techniken entwickelt, mit denen die
Fourier-Transformation wirkungsvoll genutzt werden kann.

Auf moderaten Voraussetzungen in Analysis aufbauend, werden sdmtliche Eigenschaften
und Beziehungen hergeleitet und ab diesem Punkt konsequent eingesetzt. Dadurch ergibt sich
eine Orientierung auf die unmittelbare Anwendung des soeben Erworbenen. Dieses Konzept
bedingt, dass die Leserin, der Leser den logischen Aufbau des Buches beim Studium einhilt.
Alle Einzelschritte sind zwar klein und zudem ausfiihrlich demonstriert. Sie miissen jedoch
zum gewinnbringenden Verstidndnis ausnahmslos explizit durch-gearbeitet werden. Wer sich
auf dieses Vorgehen einlédsst, findet im vorliegenden Werk ein Buch, das sich nicht nur als
Vorlesungsbegleiter, sondern auch fiir das Selbststudium hervorragend eignet.

3

Auch wenn der Autor im zweiten Kapitel von der ,, Trickkiste der Fourier-Transformation’
schreibt, so vermeidet er es doch, sich auf eine Zusammenstellung von rezeptartigen Formeln
zu beschranken. Der Umgang mit Distributionen, ein didaktisch anspruchsvolles Gebiet, wird
sehr verstdndlich eingefiihrt, ohne dabei die Exaktheit zu vernachléssigen. Kritische Punkte,
welche den mit gewdhnlichen Funktionen vertrauten Studierenden Miihe bereiten konnen,
werden klar benannt und ihre korrekte Anwendung und Umsetzung gezeigt, etwa in der
Handhabung der Delta-Distribution d(t) und ihrer Ableitung o'(t).

Im weiteren Verlauf des Buches wird das bereits behandelte Material fortlaufend zur Losung
von Ubungen eingesetzt, was eine griindliche Vertiefung des Verstindnisses ermdglicht.
Viele Ubungen erfordern dadurch nur wenige Zeilen zur Losung, wodurch die Studierenden
die fiir die effiziente Anwendung der Fourier-Transformation notwendige Féhigkeit
trainieren, auch umfangreiche Problemstellungen in eine Abfolge von kleinen Einzelschritten
zu zerlegen, deren Teillosungen mithilfe von Standardmethoden (,,Rezepten™) schnell
bestimmt werden. Das Buch beschriankt sich aber nicht darauf, diese Mecthoden aufzulisten,
sondern liefert stringente Begriindungen dafiir. So absorbieren die Studierenden nicht nur,
wie die Methode funktioniert, sondern auch warum. Der Autor weist jeweils darauf hin,
wenn Symmetrien oder andere spezielle Eigenschaften die Losung eines Problems drastisch
vereinfachen. So erschliessen sich den Studierenden allméhlich die Denkweisen, auf denen
die Leistungsfahigkeit der Fourier-Transformation beruht. Sind diese Verfahren einmal



Geleitwort ix

bekannt und durch Ubungen gut verankert, werden sie automatisch zum Handwerkszeug des
angehenden Ingenieurs. Das Buch behilt seine Relevanz {iber das erste Studium hinaus: Ein
erster Tabellenanhang mit den Formeln und Bezichungen eignet sich sowohl als Formel-
sammlung, wie — dank der Querverweise zum Haupttext — auch zur Begriindung und
Herleitung dieser Beziehungen. Besonders hilfreich ist zudem der zweite Anhang mit der
Tabelle von Transformationspaaren, welche nebst den Funktionsgleichungen auch deren
grafische Darstellung zeigt. Die ausfiihrliche Illustration des Buches mit zahlreichen direkt in
den Text eingefiigten Diagrammen fordert die tiefere Verankerung des Stoffes durch dessen
Verkniipfung mit grafischer Darstellung.

Prof. Dr. Thomas A. Heim

Leiter Mathematikzentrum
Fachhochschule Nordwestschweiz
IGN, Hochschule Technik
Steinackerstrasse 5

5210 Windisch



Vorwort

Oft wird ,,Fourier-Transformation* mit F.T. abgekiirzt.

Das vorliegende Buch entstand aus meiner langjédhrigen Unterrichtstétigkeit im Studiengang
Elektro- und Informationstechnik der Fachhochschule Nordwestschweiz in Brugg-Windisch.
Es ist gedacht fiir Studierende von Fachhochschulen und Technischen Universititen, die die
F.T. verstehen und anwenden wollen in Gebieten wie Signal- und Systemanalyse, Zeit-
Frequenz-Analyse, FFT. Es zeichnet sich aus durch einen systematischen Aufbau und ist
gegliedert in viele, innerhalb eines Kapitels fortlaufend nummerierte, kleine Schritte, die alle
knapp und tbersichtlich dargestellt und hergeleitet sind. Das ermdglicht auch ein prézises
Referenzieren. So wird im spéteren Text mit (2.6) Bezug genommen auf ,,Beziehung 2.6, im
Kapitel 2 etc. Die vielen Beispiele und Aufgaben sind alle vollstdndig geldst. Deshalb eignet
sich das Buch fiir das Selbststudium oder auch als Begleittext fiir ein Modul {iber
Integraltransformationen.

Der Dirac Delta-Impuls §(¢), mit seinen verschiedenen Gesichtern, spielt in der F.T. eine
zentrale Rolle. Ich habe besondere Sorgfalt darauf verwendet, 5(f)zu begriinden — Brigola
[2] hat mich hier inspiriert — und seine zentralen Eigenschaften herzuleiten. Begriffe wie
Testfunktion, Distribution und ihre Ableitungen werden soweit behandelt, wie sie fiir die F.T.
notwendig sind und so, dass Resultate, die vor den Kopf stossen konnen, wie
f(@)-6(t)= f(0)-6(¢) gekléart werden.

Der letzte Abschnitt in jedem Kapitel enthélt viele Aufgaben, die alle im Detail geldst sind.
Es sind zuerst Ubungsaufgaben, dann solche aus Klausuren und — in den Kapiteln 3 und 4 —
Modulschlusspriifungsaufgaben. Das erweist sich als sehr wertvoll im Lernprozess.

Das Buch ist in fiinf Kapitel gegliedert und enthélt am Schluss zwei Tabellen: eine beinhaltet
die wichtigsten Formeln, und die zweite stellt in Formeln und Bildern Funktionen und ihre
Fourier-Transformierten gegeniiber. Alle dargestellten Fourier-Transformationspaare sind im
Text hergeleitet worden.

Kapitel 1 bespricht zuerst den Ubergang von der Fourier-Reihe zur Fourier-Transformation.
Dann geht es um die Symmetrie-Eigenschaften, wenn das Signal reellwertig ist oder sogar
gerade/ungerade. Im 4. Abschnitt werden die iiblichen Transformationseigenschaften
zusammengestellt, mit vielen Bildern und Beispielen. Zuletzt Aufgaben mit Losungen.
Kapitel 2 fithrt den Delta-Impuls ein und gibt dann eine Herleitung der Eigenschaften von
6(t), wie sie in den spdteren Kapiteln gebraucht werden. Der Impulszug o, (¢) wird
besprochen. Am Schluss, Aufgaben mit Losungen.

Kapitel 3 enthilt die Faltungssétze im Zeit- und im Frequenzbereich. Das Skalarprodukt im
Frequenzbereich ist proportional dem Skalarprodukt im Zeitbereich. Diese grundlegende
Beziehung fithrt zum Satz von Parseval und zum Energiedichte-Spektrum, welches mit der
Autokorrelationsfunktion zusammenhéngt. Aufgaben mit Losungen zum Schluss.
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Im Kapitel 4 werden spezielle Funktionen Fourier-transformiert, 5(¢), cos(wt), sin(wt),
Heaviside- und Signum-Funktion, periodische Funktionen und nochmals der Impulszug J, (¢),
jeweils mit vielen Beispielen und Bildern. Was geschieht, wenn man o, (f) mit einer

Funktion faltet oder multipliziert? Das ist fiir die diskrete F.T. von grosser Bedeutung. Am
Schluss wieder viele Aufgaben mit Losungen.

Kapitel 5 gibt eine Herleitung der diskreten F.T.

Am Anfang meiner Lehrtétigkeit habe ich viel gelernt aus dem Buch von H. P. Hsu [5], das
seit Langem vergriffen ist. Es hat hier seine Spuren hinterlassen.

Folgende Themen werden nicht behandelt.

- Fourier-Transformation von Funktionen mit mehreren Variablen, siche dazu etwa
http://see.stanford.edu/materials/Isoftace261/chap8.pdf

- F.T. zur Losung von Differenzialgleichungen, siche dazu etwa [11].

Die Fourier-Transformation wird bei uns im 4. Semester unterrichtet, nachdem die
Studierenden die Module Analysis 1, 2 und 3 bestanden haben. Fiir alle Priifungen standen
ihnen stets das Skript sowie die zwei Tabellen zur Verfligung.

Fir Hinweise und Anregungen des Lesers bin ich jederzeit sehr dankbar,
herbert.sager@fhnw.ch oder herbert.sager@yetnet.ch.

Windisch, Februar 2012 Herbert Sager

n w Fachhochschule Nordwestschweiz
Hochschule fiir Technik






1 Fourier-Integral und kontinuierliches Spektrum

Mit der Fourier-Reihe haben wir das Spektrum (Fourier-Koeffizienten) einer periodischen
Funktion. In vielen praktischen Anwendungen sind aber die Funktionen nicht periodisch.
Dann wird die Spektralanalyse mit der Fourier-Transformation (F.T.) gemacht. Beim
Ubergang von periodischen zu nicht periodischen Funktionen muss aber der Begriff des
Spektrums durch die spektrale Dichte ersetzt werden, (Abschnitt 1.1).

Unsere Signale sind meistens reellwertig. Was bedeutet das fiir die Fourier-Transformierten?
Und wenn sie zusétzlich gerade/ungerade sind, wie dussert sich das im Frequenzbereich,
(Abschnitt 1.2)? Im Abschnitt 1.3 werden die Fourier Sinus/Cosinus-Transformationen
besprochen. Wie hingen sie zusammen mit der Fourier-Transformation? Im Abschnitt 1.4
sind die iiblichen Transformationseigenschaften zusammengestellt mit vielen Bildern und
Beispielen. Viele Aufgaben mit Losungen sind dann im Abschnitt 1.5.

1.1 Von der Fourier-Reihe zum Fourier-Integral

Wenn eine T-periodische Funktion f stiickweise stetig ist und auch ihre Ableitung £’
stiickweise stetig ist, dann hat f eine Fourier-Reihe, die gegen f konvergiert.

f@6y = 3¢ -em,
wobei @, = 27” die Grundfrequenz ist.
Die Absolutbetrige |cn| und die Phasen-Winkel ¢, der komplexen Fourier-Koeffizienten

J b,

¢, = |c , in Abhéngigkeit der Kreisfrequenz w=n-w,, stellen das Amplituden-

n ' e
spektrum resp. das Phasenspektrum der periodischen Funktion f dar.

Da der Index n eine ganze Zahl ist, so werden die Amplituden- und Phasenspektren nicht
durch stetige Kurven dargestellt, sondern sie treten nur an den diskreten Punkten w=n-w,

auf. Man nennt sie deshalb diskrete Spektren oder Linienspektren.
Mit den diskreten Amplituden- und Phasenspektren hat eine periodische Funktion f ihre

Darstellung im Frequenzbereich. Man kann f also sowohl im Zeitbereich wie auch im
Frequenzbereich betrachten.

Beispiel 1.1 Wenn wir von einer periodischen Funktion f,.(¢) ausgehen mit Periode 7', und

dann T — oo streben lassen, dann ist die Grenzfunktion f(¢) = ;im f+(¢) nicht

mehr periodisch. Illustriere diesen Prozess anhand von Rechteckimpulsen.
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T=38
ein Ereignis
£
i T=8
t
Figur 1.1
=12
ein Ereignis
yAL
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t
Figur 1.2
T =
Sr(1)
-d/2 d/2
t
Figur 1.3

f(oH= Tlim [ (¢) ist nicht mehr periodisch.

Beispiel 1.2 Welche Verdnderungen bringt die Verldngerung der Periode 7 mit sich fiir das
Spektrum einer periodischen Funktion? Illustriere anhand von Rechteck-
impulsen.

1 r4 - dA sin(nw, ¢
¢, = 7'] A-e /ot gy = 7M
T J% T nw,4



1.1 Von der Fourier-Reihe zum Fourier-Integral 3

Amplitudenspektrum

il
)5 N
¥ \
Ilc \
n
\
of \
— L e
et T T AT 11 e
_10m 4n 10m
T T 5

nao

Figur 1.4: Amplitudenspektrum\cn\

Aus dem Graph des Amplitudenspektrums entnehmen wir, dass die Frequenznadeln e, =27”

auseinander liegen. Wéchst nun 7', so wird die Grundfrequenz @, kleiner und die Frequenz-

nadeln des Spektrums riicken ndher zusammen. Zudem wird die Amplitude dTA kleiner. Im
Grenzfall (7 — oo) ergibt sich aus dem Linienspektrum ein kontinuierliches Spektrum, das
jedoch langs der ganzen Frequenzachse verschwindende Werte annimmt.

Dassc, ——> 0, sehen wir allgemein aus folgender Energiebetrachtung. Wir gehen von
Signalen f'(¢) aus mit endlicher Energie £, < oco. Die mittlere Leistung in einem Intervall der
Léange T ist:

1 % 2 = 2
po= =] (@) d = 3 e,

n=—o0

Die in diesem Intervall umgesetzte Energie ist £, =7-P . Nun ist nach dem Satz von

(Satz von Parseval).

Parseval:
2
c,| .

E =T

n=—o0

WennT — 00, so bleibt £, < oo. Also folgt Tlim T-Zn ‘cn‘z < 00, und daher muss jedes

c

n

_r.o.
o0

Beispiel 1.3 Essei f,(t) eine T-periodische Funktion. Wenn 7" — oo, so wird
Tlim f+(@) = f(¢) nicht periodisch.
Gesucht: Die Fourier-Darstellung dieser nicht periodischen Funktion.

Es sei T gross, aber endlich. Dann ist @, = 27” klein. Wir setzen o, = Aw, mit }im Aw=0.
—>0

Die Frequenz irgendeiner Harmonischen n-@, =n-Aw (ganz kleine Schritte) entspricht bei



