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J.L. Massera: Théorie de la stabilité

-1 - J.L.Massera

Introduction.

1. Nous allona considérer des équations différentielles
dx

(systimes) de la forme % = el f(x,t): Dans la plupart
des cas X représentera ici un vecteur {colonne) dans-un
espace euclidien réel E & n dimensions avec la norme usuel
le Jxj =‘V xf ook xi ol x; sont les composants de X;
mals plusieurs théoréms sont valables dans des conditions
plus générales, ol x est un vecteur appartenant 2 un espa-
ce linéaire convenable, par exemple, 4 un espace de Banach.
Nous désignons par Sn(a} (ou simplement Sn) une sphére
(voule) {xlf < a, ol a est un nombre positif t représenie
une variable scalaire (temps), -co< t < +w ; cependant
dans la plupart des théoréms, il suffit de considérer les
valeurs non-negatives de t. Nous représentons par J et
J+, respectivement les intervalles -w<¢t<¢ +o et 0L < +@ .
f est une fonction vectorielle desl'espace En}‘J (ou En1J+)
(ou bien de SnX.J ou ge Sn* J+) dans 1'espace En;
1'équation x = £(x,t) est done une représentation abregée
du systéme dfofdre n

Ry = 4y (00,70, oy %o, £)

%m =4, (%, %y, 0y %, &) .
Nous admettrons que f est continue et satisfait encutre
4 des hypothéses de régularité suffissantes pour assurer
1l'cxistence, unicité et dépendanoe continue des solutions
par rapportsux conditions initialeg,c'est & dire:
8i x, est un point quelcongue de Sn et 4, un nombre
guelcongue appaertenant &4 J (ou a J+), il existe dans un

certain intervalle t,< t « t2, ou t une ¢t unec

1 1 2!
seule solution x(t) de l'équation x = f(x,t) que satisfait

< H.€
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aux conditions initiales x(tn) = x, et qu'on peut répre-
senter par x(t) = F{t,X,,t,), ot F(t,,X,,t,) = x,.
Pour dec petites variations des argmments x,,t, la fonction

F existe dans l'intervalle t1¢ t < t, et dépend continfiment

2
de x,,t,.

Nous di;ons. que la solution F(t,x,,%t,) existe dans 1l'ave-
nir(dans le passé)si elle exmistc pour tout t> t, (tet,).
Pour étudier l'allure des courbes intégrales dans le voi-
sinage d'une solution x(t) qu'existe dans l'avenir (et dans
le passé) on peut toujours supposer gue c'est la solution
x =0, c'est & dire que £(0,t) = O pour te J* (pour te J),
parce gu'on réduit le cas général au cas spécial moyennant
le¢ changement de variable y=x-x(t); c'est ce gue nous
ferons toujours dans la suite.

Supposons donec que F(0,t)s 0. Alors F(t,x,,t,) est définic
pour un intervalle de la variable t aussi grand gqu'on
voudra pourvu que x, soit assez petit {to guelconque) et
F(t,xo,tu):bo lorsque x, —= 0 (t et t, fixes).

Nous dirone que la solution x=0 est atab;g ( Liapunov )
si, pour chague t, fixe, et pomr x, assez petit, la fonc-
tion F(t;x,,t,) cxiste #lans 1'avinir et tend_uniformément
(par rapport a t 2 t,) vers zéro lorsque x,— 0. C'est a
dire, si1 on donne t, et g£»> 0, on peut trouver un S; 0

tel que

EAl <3 o | F 7€, %, ta) <& pou N o

3' dépend, en général, non saulement de £ mais aussi
de t,; cependant il résulte immédiatement de la continui-
té de F par rapport & X, que si la condition de stabilité
est satisfaite pour un certain t, elle 1l'est automatique-
ment pour n'importe quelle autre valeur de t, (mais, en gé-

néral, avec un & différent).
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La distinction entre continuité et stabilité dépend en

fin de comptesﬁia topologie gu'on adopte dans 1'espace

des solutions. Supposons que, pour t, fizxe et x, assez
petit, F(t,x,,t,) existe toujours dans 1'avenir. Alors

on peut considérer les deux topologies suivantes dans
1'espace des solutions: a) une topologie faible, c'est 2
dire, on donne un nombre fini de valeurs ti> t, et de
nombres £;% 0 et on définit le voisinage de la solution
x=0 par les inégalités H F(ti,xo,tc)li < & ;s b) une
topologie forte (uniforme) ol le voisinage de x=0 est
défini par |F(t,x,,%,)|< & pour tout t 3 t,, £>0 étant
donné. Pour la topologie faible il y a toujours continui
té par rapport 2 Xy3 pour la topologie forte la continui-
té par rapport & x, n'est pas autre chose gque la stabilité.
On peut noter que (dans 1l'espace des solutions d'une équa
tion différentielle) la topologie forte dans un intervalle
fini coincide avee la topologie fhible; mais il n'est pas
ainsi, en général, dans J+.

On dire gque x=0 est instable si elle n'est pas stable.

On dira que x=0 est asymptotiquement stable si elle est

+
stable et en outre fama F(t,%,,%,)=0 pour tout t, & J

? + 0o

- Sn( 50) ot Xﬂ est un certain nombre positif.

Il ne faut pas confondre ces notions de stabilité avec
autres qui ont été formulées (stabilité & la Poisson,etc.)
I1 est peut &tre inutile d'insister sur 1'importance de
la notion de stabilité. Etant donné gqu'on ne peut jamais
connaftre les conditions initiales gu'avec un certain de-
gré d'approximation, pour que la représentation d'un
phénom®ne physique comme solution d'un systéme différentiel

ait vraiment un sens, il faut que 1'écart entre la solution

théorique et la solution approximative soit petit lorsque
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les écarts initiaux sont petits, c'est & dire, que la
solution scit stable, Considérons plus spécialement le
cas d'un servomécanisme S chargé de maintenir un régime
determiné de fonctionnement d'un appareil quelcongue Aj;
on exige alors an général que les perturbations acciden-
telles soient annullées par l'action du servo, c'est &
dire, que le régime en question soit asymptotiguement

stable par le systéme (S,A).

2, Supposons que le systeéme différentiel soit autonome

(f(xyt) ne dépend pas de %) on plus généralement pédio-—

dique (f(x,t + 2 ) = f(x,t)). On a alors évidemment
F(t+ T ,x,,t,+ T )

une transformation topologique 12} :En-dr En par Gro =

F(t,x,,t,). Ceci permet ‘de définir

=x, =F(2 ,x, 0), avec la proprieté B, = x =
= F(m¢ ,x,,0) pour chaque entier positif m,

Le point x=0 est un point fixe pdur # et on peut voir
facilement que la solution x = 0 du systeéme différentiel
est stable, instable ou asymptotiquement stable selon que,
respectivement, a) ﬂﬁﬂko‘lé £ pour chaque m entier positif
et ||x,}j « & (on dit alors que le point fixe est stable);
b) on ne peut pas trouver £0 te1 que la condition précé-
dente soit remplie (le point fixe est amlors instable);

ou ¢) la condition a) est remplie et en outre @Mxo -0
pour chagque || xo,’!c::,\, lorsque m—> +o (le point fixe est
alors gsymptotiquement stable).

Dans les cas mentionnés on peut donc réduire le problime

de la stabilité du systime différentiel au probléme de la
stabilité d'un point fixe d'une transformation topologique
La formulation topologique plus abstraite permet d'embras-
ser d'un seul coup d'autres problémes du méme type rélatife

4 des équations aux différences finies , & des équations
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intégrals, etc.

On doit signaler cependent gque cette réduction est pogsi-
ble d'une fagon naturelle seulement dans le mas de systémen
autonomes et périodiques.

Nous n'utiliserons pas cette voie topologique dans ce cours.

3. La notion de atabilité a été étudiéde depuis longtemps.
Déja Lagrange {(Mécanique Analitique, 1788) demontra un
théoréme fondamental sur la stabilité de 1'égquilibre d'un
systime matéricl (cas autonome). Plus tard Jouth (1877),
Thompson et Tait (1879), Zukovskil (1882) se sont occupée
de probléemes de stabilité de plus en plus généraux, mais
c'est Poincaré (1881) qui le premier, dans le célibre mé-
moire "Sur les courbes définies par les équations différen
tielle", donne des démonstrations figoureuses de théoréme
sur la stabilité.

Poincaré a considéré seulement guelgue cas particulier

du probléme et c'est Lyapunoe dans son remarquable mémoire
"Probléme général de la stabilité du mouvement "(1892) [é4j
qui pose le probléme en toute sa généralité et en donne

la solution compléte dans les cas les plus importants,

Le mémoire de Lyapunov a inspiré les traveux d'un grand
nombre de mathématiciens contemporsins, particuliérement
de 1'école soviétique, qui ont fait progrésser la théorie
considérablement dans les derniérs années. Les applica-
tions de cette théorie aux problémes de régulation automa-
tique et 4 d'autrefquestions qui ont une énorme importance
pratique est sans doute un stimulant puissant pour ces
études,

4, Considérons d'abord le cas tres perticulier ol f(x,t)
est indépendante de t (systéme autonome) et linéaire en x,
c'est & dire le systdme est lindaire & coefficients

constants: * = A x ou A est une matrice constante,
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On connalt alors l'expression analytique des solutions

ce qui permet de décider par simple inspection sur la stg
bilité de la solution x=0. Le résultat qu'on peut énoncer
est le suivant:

La condition nécéssaire et suffisgante pour gue la solution
x=0 (ou, en réalité, n importe quelle solution) soit sta-
ble est gue toutes les racines carastéristiques de ls ma-
trice A (racines de 1'équation |A - A I| =0, ol I est

la matrice unité et le symbole JMi désigne le déterminatt
de la matrice M) aient partie réelle <0, et que celles qui
sont imaginaires pures soint simples ou, plus généralement,

.

qu'elles correspondent & des diviseurs élémentaires lindai
res (c'est & dire que la partie correspondante de la forme
canonigue de Jordan soit diagonale pure). Pour que la
dtabilité soit asymptotique il faut et il suffit que les
parties réelles de toutes les racines caractéristiques
soient < O,

Etant donné gue la stzbilité est une propriété locale,

on peut espérer que le probldme de la stabilité de la so-
lution x=0 d'une syst®me non-lindaire x = f(x,t) pourra
&8tre réduit au probléme beaucoup plus simple de la stabi-
1ité du systime linéaire correspindant & la "premidre
approximation", c'est & dire,'du systéme x = A(t).x ol
A(t) est la matrice jacobienne de f par rapport & x, cal=-
culée pour x=0, Dans les cas les plus simples, cette
question de la "stabilité en premidre approximation" se
réscud par l'affirmative; on peut, par exemple, démonstrer
trés facilement le théordme suivant:

5i la matrice A(t) de la premidre approximation ne dépend
pas, en réalité, de t et si les racines carastéristiques
ont des partiesréellez négatives (ou, ce gui revient &

la méme chese, d'apris le théortme précédent, si la solu-
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tion x=0 du systéme ; = A x est asymptotiquemant stable),
alors la solution x=0 du systéme X = f(x,t) est asympto-
tiquement stable;y si au moins une des racines caractéri-
stiques a une partie réelle posikive , la solution x=0 du
systéme non linéaire est instable,

C'est le genre de théorimes démontrés par Lagrange, Routh
et Poincaré, De 1a 1'utilité pour les applications aux
problémes de stabilité des méthodes de Hurwitz qui permet-
tent de décider sur le signe des parties réelles des raci-
nes d'une équation algébrique.

Cependant, dans dcs cas moins simples, par exemple, s'il

¥y & des racines caractéristigues imaginaires pures o bien
si la matrice A(t) dépend effecctivement de t, les choses

se compliquent beaucoup, et il peut se faire gque le compor-
tement, du point de vue de la stabilité, de la solution
x=0 des deux systémes x = fix;t) et X = A(t) x soit opposé,
c'est 4 dire qu'elle soit stable“pour 1l'un des systémes

(et mdéme asymptotiquemmtit stable) et instable pour 1'autre.
On peut donnet immédiatement des exemples trés simples
pour illustrer quelgques unes de ces situations.

I1 faut, donc disposer de théordmes plus puissants sur la
stabilité en général et, en particulier, sur la stabilité
en premiére approximation. Nous étudierons dans la pre-
miére partie de ce cours des méthodes et théortmes généraux
sur la stabilité et, dans la seconde partie, la stabilité
en premiére approximation, précedée de l'étude de la sta-
bilité des systémes linéaires. Etant donné le temps trés
court dont nous disposerons , nous laisserons entidrement
de c6té, des questions aussi importantes que la stabilité
des systimes lindaires & coefficients périodigues et 1'étu-
de des cas critiques, qui pourraient faire, elles seules,
l'object d'un cours de la mdme ou ancore plus grande

extension.



-8 - J.L.lMassera

- Premidre partie - THEOREMES GENERAUX -

5. Considérons un systime differentiel

£5.1) x = £(x,t)

o £ est définie au moind dans la région S(a) x J+,

a > 6, et £(0,t) = 0.

Nous ferons une remarque préliminaire: On peut toujours
supposer que f est définie dans tout l®espace En:tJ et,
que les solutions de (5.1) existent dans le passé et dans
l'avenir. S'il n'en était pas ainsi pour le spstiéme (5.1),

considérons le systeme
(5.2) x =g (x%)

o gz=f lorsque lxl < a-¢ et tz&( & étant un
nombre positif aussi petit qu'onwoudra), et g= C lorsque
Jx)l> a ou bien lorsque t< O: dans les régionsix!l « a,
0€t<E, et a=g € Ilxllga, t26, g pourra &tre quelcon-
que, pourvu qu'elle soit suffisamment régulidre. Il est
évident alors que les solutions de (5.2) existent dans

le passé et dans l'avenir (elles sont méme des constentes
au moins pour t « 0 et pour|x|l » a) et d'autre pari les
propriétés de stabilité des solutions x=0 de (5.1) et
(5.2) sont identiques, puisqu'elles sont des propriétés
locales. On peut méme garder des propriétés importantes

du syleme (5.1) en modifiant légérement la définition a4
g; par exemple, si f est périodique (par rapport a t) on
peut prendre g(x,t) = f(x,t). h(x) ol h(x) est une fonction
suffisamment régulidre qui est = 1 pour |xll< a =& et

=0 pourfjxl} > e.
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Les rcmargues précédentes ne s'appliquent pas pour des
types spéciaux de stabilité " im grossem ", et quelgues
fois nous serons obligés d'introduire explicitement
1'hypothése d'existence des solutions dans le passé

(Cfr. par exemple, théordme 12,4).

6. Supposons par oxemple que la solution x=0 soit stable.
Alors 1l'ensemble des points (x,t) ol x=F(%,x%,,0), t 2 O

et i!xoﬁ = r, r étant un nombre positif quelcongque assez
petit, constitue un "ftube" dans l'espace EnX.J+, c'est a
dire une n-variété Vr(hypersurface) avec les trois pro-
priétés caractéristiques suivantes: a) pour chajue T30,
1l'intersection de Vr avec le plen t=T est une {n-1)-sphére
topologique (c.& d., homéomorphe & la sphireffx/|= 1 de
1'espace En) qui sépare dans le plan t=T le point (0,T)
des points (x,T) on |fx/l

1

a; b) pour chague € >0 on peut

trouver u.ngyo tel que, si .r<§r, vf est contenu dans

le cylindre ﬂxllzz de 1l'espace EnK.J; ¢) les vecteurs

f ne "sortent" pas de Vr (pn peut dire aussi qu'ils
"pénttrent & l'intérieur de Vr au sens large"; en réali-
té dans le cas consideré ils sont toujours tangents & Vr).

On peut exprimer ¢32s faite dans un langage analytique de

la fagon suivante: il existe une fonction scalaire V(x,t)
(& savoir la fonction V(x,t) = onﬂ ol x, est le "point

initial" de (x,t), x%,=F(0,x,t), =x =F(%,x%,,0)) telle que:

d) V(x,t) s'annulle panr x=0 et est une fonction définie

positive , c.h d. pour chague & » 0 il existe un 9(C¥ A

tel que [[xlzo, t 32 0, entrafne V(x,t) > F(cx): '

e) La derivée de V le long des trajectoires dV/dt:(QVZQg) +

+ (BV_/’;K Yof{x,t) ( ol ’}V@x répresente le gradient

de V par rapport & x, consideré comme vecteur colonne, et

le point . désigne le produit matricial, ici simplement

le profluitscalaire ) est < O (plus précisement = O dans
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le cas présent). En effet, 1l'hypersurface V(x,t)=r>0
n'est pas autre chose que V_; les propriétés a) et b) de
Vr découlent de la propriété é) de V (il suffit de prendre
&= F (€)) et la propriété c) est une conséquence immé-
diate de e), Réciproquement: si le faisceau 4'hypersur-
faces V(x,t) =r est un systime de tubes ayant les proprig
tés a) b) et c¢), la fonction V posside les propriétés

d) et e).

I1 est immédiat aussi que s"il existe un systime de tu-
bes Vr avec les propriétds a) b) et c¢) ou, ce qui revient
au méme , s'il existe une fonction V(x,t) avec les pro-
priétés d) et e), la solution x=0 du systime ;=f(x,t) est
stable. Nous avons ainsi démontré les deux théordmes sui-
vants, le premier Aesguels est dd a Lyapunox et le second
a Persidskii, [36] i

fe1+ 8'il existe une fonetion V(x,t), V(0,t)=0, définie
positive et telle que dV/dt=(aV /e )+ (Snrfax).f(x,t)é 0,
la solution x=0 du systime ; =f(x,t) est stable.

6.2, Si la solution x=0 du systdme x=f(x,t) est stable,

il existe une fonection V(x,t), V(0,t) = 0, définie poskti
ve et telle que dV/dt £ O (A savoir V(x,t):llF(o,x,t)“ )
Dans le cas ol V ne dépend pas en réalité de t, on peut
considérer V(x) comme une nouvelle norme du vecteur x

dans En; les tubes Vr sont alors des cylindres (sphires
dans En) et dAV/dt < O exprime que la norme de la solution
ne déroit pas lorsque t croit, ce que rend le théordme 6.1
complétement intuitif dans ce cas. Cependant, ainsi que
1'a montré Malkin [?6] , mBme dans le cas des systimes au-
tonomes i =f(x) stables il n'existe pas toujours une
fonction V(x) dépenaant de x seulement qui safisfiasse aux

conditions du théordme 6.1.

10
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Une conséquence immédiate de 6.1 est le théordime de
Lagrange:

6.3. Si la fonction de forces est maximum pour une posi-
tion d'équilibre d'uy systéme dynamique conservgtif, 1'é-
quilibre est stable.

En effet, si T est 1l'énergie cinétique et U la fonction
de forces, qu'on peut supposer nulle dans la position
d'équilibre, U sera définie négative par rapport aux
coordonnées lagrangiennes ﬁ gssy ﬁn et T définie posi-
tive par rapport aux moments ?! presy gm y de sorte que
l'énergie totale H=%-U est définie positive par rapport

4 l'ensemble des coordomnnées, s'annulle dans la position
d*équilibre et dH/dt= 0., I1 suffit alors de prendre V=H
dans 6.1,

Plus généralement:

6.4, S5i un systeme dynamique est dissipatif (c.2 d.,
l'énergie du systdme ne croft pas le long des trajectoires)
les solutions pour lesquelles 1l'énergie a un minimum re-
latif sontstables.

7.Les mimes méthodes conduisent aux théordmes suivants
sur la stabilité asymptotique et sub 1l'instabilité.

Nous dirons que la fonction V(x,t) a une borne supérieure
infinément petite si lorsque x—>0 elle tend vers O
uniformément par rapport & t« J+, c.4 d. si pour chaque
£ > 0 il existe un >0 tel que || x|l & entraine

IVl < & pour tout t + 7. Du point de vue géométrique cela
v>yut dire que le tube V& contient dans son intérieur pas

L
seulement l'axe x=0 mais tout un cylindre Uxu = S

o] <154c J‘ .

11
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7.1. (Lyspunov) S'il existe une fonction V(x,t) définie
positive, possédant une borne supérieure infiniment petite,
¢t telle gyge AV/dt soit définie négative, alors la solu-
tion x=0 est asymptotiquement stable.

Soit Sﬂ‘:-o tel que (Théordme 6.1) ||x |l < S,, entratne
[r(t,x,,0)]] <« & pour tout t 3 0. Puisque V(x,t) décpoit
le loné de la trajectoire, cette fonction aura une limite
Vo+ 81 V_> 0 on aurait |xll 2 x>0 1e long de la tra-
jectoire, d'ol 4v/dt \(-u-ﬁ-coce qui conduirait &4 1'abeurde

V == , Dornc V_=0 et x—>0,
@ ®

7.2 (Maralkov E}Oj )o Si f est bornée dans Sn}i I et
s'il existe une fonetion V(x,t) définie positive telle
que dV/dt soit définie mégative, la solution x=0 est
asymptotiquement stable.

Supposons qu'il ne soit pas ainsi, c'est & dire , gu'il
existe un X, , onlfc ’Sa et vme suite t, ¥ +w tels
gue Hm[t:]u*{émmm)lf?/q‘vO. f étant bornde, il
existe un T"» O indépendant de n tel que JF(t,x,,0)f » ¥
pour {'ﬂ*affftn*t. &
I1 en résulte dV/dt 5—‘)3 < ¢ dans ces intervalles, d'ol
le méme absurde Vm ==-00 que dans la démonstration pré-
cedente.

7.3 (Corolleire) Si le systdme est autonome ou périodique
et 5'il existe une fonction V(x,t) définie positive tel~
le que dY¥/dt soit définie négative, la solution x=0 est
asymptotiquement stable,

7.4 {Lyapunov) 8'il existe dans Sn(a)x J* une fonction
V{x,t) possédant une borme supérieure infiniment petite;
si, pour un certain t, » O, V(x,t,) prend des valeurs
positives pour des x arbitrariement petits, et si av/dat

est définie positive , alors la solution x=0 est instable,

12



- 13 - J.L,Massera

Soit x, tel que V(x,,%,) = V,>0. Du fait que V a une
Porne supérieure infiniment petite il s'ensuit qu'il
existe un € >© tel que V(x,t) > Ty entrafnefxf = & .
Mais, puisque dV/dt > 0, on aura précisement V(x,t)zV,
le long de la trajectoire avec point initial (x,,t,),
pour t 2 t,; alors dV/dt 3k > O ce qui entrafnerait

Vo= *® si la solution x=F(t,x,,t,) ne sortait pas de
Bn(a). V étant borné dans Sn(a).KJ"'. toutes les solu-
tions partant de points (x,,t,) tels que V(x,,t,) > O
sortent donc de Sn(a) et puisque x, peut &tre pris
arbitrairement petit, ceci démontre 1l'instabilité.

7+5. (Lyapunov) S'il existe dans Sn(a) x J° une fonction
V(x,t) bornée telle que, pour un certain t,3» 0, V(x,t,)
prend des valeurs positives pour des x arbitrairement
petits; si AV/dt = ¢ V+W ou « est une constante
positive et W=W(x,t)2 O dans Sn(a)x .T+, alors la solu-
tion x=0 est instable,

La démonstration commence comme pour 7.4. Du fait que,
le long de la trajectoire aV/dt =« V+W 2 oV , il s'ensuit
que V(x,t)3 V, e =%} 41on Vo =t© et la démonstra-
tion se temine comme auparavant.

On voit immédiatement qu'on peut remplacer 1'hypothése
o constante positive par of= X (t), I+mu (t)dt =+ .
Nous verrons dans la seconde partie que, si les racines
caractéristiques de la matrice, constante A ont leurs
parties réelles toutes négatives, ou bien, s'il y a une
racine au moins avec partie réelle positive, on peut
construire facilement une fonction V(que sera une forme
quadratigue dans les composants de x) qui jouit des pro-
priétés énonnées dans le théoréme 7.1, respectivement

7.5. Le théortme sur la stabilité en premidre approxi-

13
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mation énoncé au n°® 4 est donc une conséquence des théord-—

mes que nous venons de démontrer.

I1 est important de savoir si les conditions suffisantes

des théortmes 7.1 et 7.5 sont assez générales, c'est &

dire si ces conditions sont amssi nécessaires pour la sta-

bilité asymptotique et pour 1l'instabilité, respectivement

(nous avons vu déja que ceci est vrai pour la question ana-

logue rélative & la stabilité simple, le théordme 6.1

admettant le réeiprogque 6.2). Il m"en est pas ainsi en

général .

Par exemple, le systime (ou 1'équation, pour n=1)

x= - x/(t+1), a pour solution générale P(t,x,,%,)=

= x,(t,+1)/(t+1), et x =0 est évidemment asymptotiguement

stable.

S'il existait une fonection V(x,t) avec les propriétés du

théoréme 7.1, pour chagque £ 70 on trouverait deux nombres

positif & et k tels que IPR!'&WS' entrafne 0sV(x,t) <&
=z 54 " av/dt € - k.

Prenons t,20 quelconque, fm,ﬂ_—.J; dans l'intervalle

(t5,t) ok t, =2t, +1 ona H)(o”;,i{ , donc

V(ﬁi-ti) -V{'}fo,t-,) < -R (f'o .,.1)

d'ol la contradiction V(xT,t1)-< 0 pour t, > £/k,

Done, avant d'aborder le probléme des conditions nécessai-
res i1 faut généraliser et préciser les résultats démon-
trés dans ce numéro. C'est c¢e 'gque nous ferons dans les
numéros suivants.

8. Si dans la définition de stabilité donnée au numéro 1,
on suppose gqu'on peut trouver un S)O indépendant de t,,
on dira que x=0 est uniformément stable, c.3d.pour chaque

£50 il existe un O ( € )> 0 tel que U%ell <3(¢) , t,2 0
quelcongue, entrafne lF(t,xo,to)HcE pour t ¥ t,.

14
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Analoguement, on peut définir la stabilité asymptotico-
-uniforme de la fagon suivante; la solution x=0 est
asymptotico-uniformément staeble lorsgu'elle est uniformé-
ment stable et il existe un 5‘;70 fixe et, pour chaque
£70, un T( & )> 0 tels que pour chaque point initial
(x40%5)y Mol 54 » %532 O quelcongue, on aurs
“F(t,xo,to)ﬂqca pour t2t,+T( € ). Autrement dit, la
limite F(t,x‘,tn)-—)o pour t —» +®» es8t uniforme par
rapport & x et %, _
Persidskiy [__37] et Ualkin [29] ront demontré les théord-
mes suivantes, dont le second précise beaucoup le théord
me 7.1 de Lyapunov:
8.1 58'il existe une fonction V(x,t) définie positive,
ayant une borne supérieure infiniment petite et telle que
av/dt £ 0, la solution x=0 est uniformément stable.
Etant donné £ > O il existe un :}3701;6.-1 que =2 &
entrafne V(x,t)2 M ; puls il existe ung>0 tel que
ffull <& entratne vix,t)< M. St Ix, 1< ) » t,%0 quel-
conque, on aura V(x.,to).:nl et puisque dV/dt & O,
V(x,t) < V] pour tout t3t,, x=F(t,x,,t,), d'ol fxf<e.
8.2, 8'il existe une fonction V(x,t) définie positive,
ayant une borne supérieure infiniment petite et telle
que dV/dt soit définie négative, la solution x=0 est
asymptotico~uniformément stable.
La stabilité est uniforme d'aprds 8.1; il existe donc
un A’o-,o tel que j]x°]f< 5; y o2 O guelcongue, entraine
| F(t,%,,t,)1<Zq, &, étant positif et <A ; soit I une
borne de V(x,t) dans Sn( £, )KJ+ qui existe toujours
pour £, assez petit puisque V a une borne supériemre
infiniment petite. Dans la suite 5,, &, et M seront des

nombres fixes.

15
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Etant donné £7 0 (& <§£,) il existe, d'aprés 8.1, un

S (€)>0 tel que |Ix,)l < S (&) entratne HF(t,xo,to)ﬂ‘cé
pour t>2t,; sqit -m{ £ )« 0 une borne supérieure de
dv/dt pour 1l'ensemble des points (x,t) vérifiant S(é <
qkli<€, , t20; et finalement T(E€ ) > M/m(E ).

Soit [[x,) s g, y 1,20 quelconque, Alors V(x,,t,)=V, <IL.
Si on suppose que dans l'intervalle (to,t1) on a
“F(t;xo,to)" P 5_(5) il en resulte Og v(x.l,t1) =V, +
+ J;‘ (av/dt)at € M -m (t,~t,), d'od t.< t,+T( £ ).

Il y a donc dans l'intervalle (t,,t,+T(£)) au moins une
valeur %, telle que ”'¥1I='IF(54 ,’h,t,)“*ﬁ d(e), aon

pour t:}t,l et & fortiori pour t 3 £ *T( € ), on a
”F(t’xo’to)“ <t.

Le th#éordme suivant étend et précise un résultat de Mas-
sera [3‘3:

8.3. 85i le systime est autonome ou périodique, la stabili-
té (stabilité asymptotique) entrafne la stabilité unifor-
me (asymptotico-uniforme).

Supposons que x=0 soit stable. Alors, £ »o étant donné,
il existe gn ts;(a )? 0 tel que |j% ¥« Si(é) entraine
“F(t,x,l,o}"(i pour t 3 0. Le trongon de tube formé

par les points (x,t) tels que Ogtg ¥ ( 2 étant la pério-
de du systime) et x=F(1:,x1,0) ol u"xiﬂg &{slcontient dans
son intérieur un certain cylindre ”xt} < 5{&) s 0 t£2 .
Soit meintenant ”‘N.,”< 5(6] et t, 3 O quelconque, t 3 %,,
m le plus grand entier positif contenu dans t /¢,
ti=t,mg , t' =t-my , d'oh Ogtle?®, t' 2 t}. Alors

“ F(é)"";t‘)" = “ F(t‘)*")t'nJ " = " F/é: 7'110)”

ol x, = F(0,x,,t}). Mais, puisque ”’Hon < J[E) , on aura

16
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"x,” < 5; (g) et “F(‘b‘,x1,0)" < & , ce qui démontre la
stabilité uniforme,

Supposons maintenant gque x=0 soit asymptotiquement stable.
Soit €_.> 0 un nombre assez petit, mais fixe, et &, g(é‘
I J (&,)s od 3’( £ ), S{E) sont les fonctions déflnles
il y a un 1nsta.nt. Admettons provisoirement que la limi-
te F(t,x1,0)—->0 pour t-» +m est uniforme par rapport &
Iyl _«gJ; y c'est & dire que, &tant donné £3>0 il
existe un T( & ) tel que t 2 T(& ) entraine “F(t,x.',o)u“é
quel que soit x, avec ”"‘1” < J: . Alors, si §x || <

et t 2% +T( € ) on aura comme auparavant
e el < I F(Ene t)l = | F (€, 0)ll <&,

puisque t' > t3+T(& ) 3 T(E£ ), ce qui démontre le stabili

t¢é asymptotico-uniforme.

I1 suffit donc le prouver 1l'uniformdde la limite F(t,x1,0)—>a,
Si cette limite n'd$ait pas uniforme, il existerait un

E >0 et des suites xi,t avec ﬂ "‘-,‘_}[‘Ii,ti-—y +00 telles
que "F(ti,xi,o)”; g

En prenant, s'il est nécessaire, une suite partielle, on
peut admettre que x. -)? } ({”(3- 3 puisque 5( J
lim P(%, g 0) =0, il y aun T> O tel queﬁi‘(T, ,0)"<
Mais alors, pour i suffisamment grand, on aurait, en vertu
de la continuité, uF(T,xi,O)" < d(€) don ﬂF(t,xi,o)”< 3
pour t 2 T, ce qui contredit 1l'hypothdse faite., La démon~

i

stration du théordme devient ainsi compléte.

On peut constater gque dans 1l'exemple du numéro précédent,
guoigque x=0 soit asymptotiquement stable elle n'est pas
mdme uniformément stable, ce gu'explique que pour un tel
sgsteéme il n'existe pas de fonctions V(x,t) avec les pro-
priétés énoncées (parce que cela contredirait le théordme
8.2 et méme 8.1).

17
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9. Jusqu'ici nous avons considéré la stabilité par rapport
&4 des perturbations ou erreurs dans les conditions initia-
les, Pour un systime physique, cependant, il y aura des
perturbations ou erreurs agissant pendant toute la durée
du mouvement; en d'autres mots, non seulement x, ne re-
présente qu'approximativement les conditioms initiales réel
leg meis le systime X =f(x,t) lui méme ne représente la
loi qui gouberne le systdme physique qufavec un certain
dégré d'approximation. Malkin ES] et ‘Artem'ev l:?__’ ont été
les premiers & faire cette importante remargque. I2 importe
alors de définir et étudier ce gue les mathématicians so=
viétiques appellent "stabilité sous l'action de perturda-
tions permanentes" et que nous appellons plue simplement
"stabilité totale":

Nous dirons que la solmtion x=0 du systime x =f(x,t) est
totalement stable si pour chaque & 2 Oet t,% 0 il existe
un J?o (dépendant en général de £ et de t,) tel que,
quelle que soit la fonction g(x,t) et le vecteur x,, sati-
sfaisant aux conditions ||%.[| < J . ”f(x,t) -g(x,t)“fé-‘
(dans Sn(a)xJ+) , la solution générale x=G(t,x,,t,) du
systéme x =g(x,t) vérifie la condition "G(t.xo,tb)l <&
pour t 3z t,.

I1 y a lieu de remarquer que nous ne supposons pas que
g(0,t)=0, c'est & dire que x=0 ne sera plus, en général,
solution du systime perturbée,

9.1 (Melkin [26 big ) B'il existe une fonction V(x,t) dé-
finie positive telle que dvf/dt = (9v/9 t)+(3v/3 x).f soit
définie négative et si 3 /), est borné dams sn(a)xJ*', la
solution x=0 du sybtdme X = f(x,t) est tatalement stable

( et méme uniformément, c'est & dire que le § ae 1a défini
tion précédente ne dépend pas, dans ce cas, de t,).

18
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I1 faut remarquer que dans ces hypoth&ses V possdde une
borne supérieure infiniment petite, puisque ,‘I(x,t)’=
=‘V(x.t) - v(0,%) ISH. | xl] ok u est une borne supérieure
des dérivées partielles de V.

Soit £%0; soit 1),(€)>0 tel que RIS entrafne
V(x,t)?,’)?i(é) et é;( € )» 0 tel que H'x” < Ji ()
entrafne V(x,t)< %, Soit ',9%.,( s M dans

s (a)x " i N (&)>0 tel que ol 2J; ()  entrafne

IV /At € - M, (&) et 0 < (E)< M, (€)M, .

Soit finalement o (& ) le plue petit des deux S (&) et
3 (&),

Soient x,,t, et g(x,t) quelconques satisfaisant aux condi-
tions ||, |} < J(¢e) y T,3 0 et ”g(x,t) - f(x,t)"( :’-(& )
dans Sn(,a_) X J*. Jraffirme que “ G(t,xo,t.)y < & pour

t 2 t,. Supposons gu'il n'était pas ainsil; il existerait
alors un intervalle (t1.t2), tog,t,“ ;2, tel que si

x, = G(t1,x°,t°), x2=G(t2.x°.t°) on aurait ”M4"= é;(&),
g || = £ vet §(els | ott,x,,t,)]lg & pour
ty€tgt,.  Alors V(xi.t1)5 i (&€ ) et dVg/dt =(3V/a¢-) +
+ @V/x).8 = (aV /a3 + (V/x) . (g-1)€ - (6)+ M SCE)<

<-'?'CEJ+'&[1)=.D;
done V(x2,t2)<1q( £ ) d'on “x2 n-:; , ce qui contredit
1

notre hybothése,

9,2 (Gorvﬂ‘in ﬁQ) ; voir aussi Malkin LFZQJ) Si la solution
=0 du systime X = f(x,t) est asymptotico-uniformément
stable, et si f satisfait & une condition de Lipschitz
nf(z",t} - f(x',t)“ S Mﬂx“-x'}l , ol M est une constante
(indépendante de t), alors la solution x=0 est totalement
stable (et m3me uniformément). £ > O étant donné, il y a
un 5;(& )>0 et un T(& )>0 tels que (x,,t,) étant gquecl-
conque, "’JIOH( J;(E.} » 3,20, on aura []F(t,xu,to)ﬂ< é/ia
pour tout tzt, et "F(t‘l,xo,to)"<§‘ (&)/i pour
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~MT(E)
t4=t, +T(& ). Soit X(E )xMS(& Ye /2. , et suppo-

sons | Holl < S(EJ t,20, "f(x,t)-—g(x t)n < 5 (s). "
Soient x(t) = F(t,x,,t,) et y(t) = G(tyX,,t,) les solutions
des systémes 'x=f(x, t) et k=g(x,t) passant par le méme point
(xg9t,), et soit f(t) = ” x(t) -y(t)I

¢lt)s || £0ctt), )= g (4w, Ol s B xm, &) - (s, O || +

+ #(y,6) - g ( u!*)f)l\<M?(*)+ 3, (&) -

(€) M(t‘ f) ) o) _mlE-t)
I1 en résulte f(f) < __2.. e (EJ MT)

pour t » t, et, dans 1°' :Lntervalle (t51%4)s Szfl‘)t‘. -—j’l_—. e =
=&, (€ = €/g -

Dond ||6(t,x,,%,)[[< & pour tostet, et)r,ll= (s, ,x00t,)0 <

< 1(8 }. On peut slors repéter pour le point (x‘t t1) le

mdme raisonnement que pour (xo,t ) et on arrive 2

flottxo,t)fl« & pour t,e bty = 5, + 22(& ),z ll =

HG(tz,xo,t }”< 5(& ), et sinsi de suite. DoncIG(t Xgrt, )”<E

pour tout t) tge

9.3 8i le systime est autonome ou périodique, et si f(x,t)

satisfait & une condition de Lipschitsz, la stati lité asympto

tique de la solution x=0 entraine sa sta_bilité totale.

Ce théordme se déduit immédiatement de 8.3 et 9,2, Dans le

numéro 20 nous démontrerons le réciproque de 9.3, de sorte

gque pour les systdmes autonomes ou périodiques satisfaisant

4 une condition de:Lipschitz les concepts de stabilité

agsymptotique et de stabilité totdle sont équivalents.

10. Une autre question gui peut &tre importante pour les

applications est la suivante., Dans les définitions de

etabilité données au n® 1, les perturbations initiales x,

admises sont "suffisamment petites"™, c'est & dire que la

atabilité ainsi définie est une propriété locale,
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