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Introduotion. 

1. Nous allona considerer des equations dif'ferentielles 
dx 

(systemes) de la forme ~ = at = f(x1t). Dans la pltlpart 

des cae x represent era ici Un vecteur (colonne) dans-un 

espace euclidien reel E a n dimensions avec la norme usuel 
11--"2 2n 

le ~xA = r x 1 + •.• + xn 

mais plusieurs theorems 

OU xi sont les compoaants de X; 

sont valables dans des conditions 

plus generales, ou x est un vecteur appartenant a un espa

ce lineaire convenable, par exemple, a un espace de Banacn. 

Nous designons par S (a) (ou simplement S ) une sphere n n 
(boule) ~ xII < a, ou ~ est un nombre posi tif t represente 

une variable scalaire (temps), -00 < t <:: +00; cependa:nt 

dans la plupart des theorems, il suffit de considerer les 

valeurs non-negatives de t. Nous representons par J et 

J+, respectivement les intervalles -oo<t<:: +00 et O~ t<-I'm 
+ fest une fonction vectorielle de-·l' eepace E )<. J (ou E J(J ) 

n n 
(ou bien do S X J ou de S ~ J+) dans l'espace E ; 

n n n 
l'equation x = f(x,t) est done une representation abrrgee 

du systeme d'ordre n 

Xi ~ ~1 (1I"1,'X't, .. ,y'X'I1, t) 

XI'(l -:.. f"" (?( i ; ~ '1 •••• ) :>(,...., t: ) 

Nous admettrons que f est continue et satisfait enoutre 

a des hypotheses de regularite suffissantes pour assuror 

l'oxistence,unicite et dependanoe continue des solutions 

par rapportaux conditions initiale~,c'est a dire: 

Si Xo est un point quolconque de Sn et .t o un nombre 

quelconque appartenant a J (ou a J+), il existo dans un 

certain intervalle t 1< t < t 2 , ou t1 <. t o< t 2 , une et uno 

seule solution x(t) de l'equation x = f(x,t) que satisfait 
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au~ conditions initiales x(t a ) = Xo et qu'on peut reprb 

sonter par x(t} = I' {t,xo,t o}' ou F(to , xo,t o } _ xo' 

Pour do petites variations dea argiuDenta x.,to la fonction 

F exietc dane l ' intcrvalle t,< t < t2 ct depend continfiment 

de J[o,t~ . 

Noue dirona , que la aolution F(t , xo , t o } e xieto dane 1'ave

nir(danll Ie passe)si e1.1e ellilltc pour tout t~ t o (t .... to). 

Pour etudier 1 'allure des ccurbcs integrales dans Ie vOi 

sinage d'une solution x(t ) qu'oxiste dans l'avenir (et dane 

10 passe) on peut toujoW'e supposer que c ' est la solution 

x .. 0, c 'eat a dire que f(O,t) :: 0 pour t t; J+ (pour tl!o J), 

parae q~'on reduit 1e ca6 general au ees epecial moyennant 

10 ehangemcnt de variable y=x-~(t); c'est ce que noue 

forona toujours dans ls suite . 

Suppa sons done quo F(O,t)~ O. Alors F(t,xo , t.} est defini u 

pour un intervalle de la variable t ausei grand qu'on 

voudra pourvu que Xo soit 6ssez petit (to quolconquo) at 

F(t,xo , to}-O loraquo Xo -+ 0 (t ct to fixea) . 

Nous dirona que la ~olution x~O eat atable ( Liapunov 

ai, pour chaque to fixe , et poar Xc aaeoz petit , la fone

tion P(t.x~,to) oxilltc lIana l'av ,;,nir ot tend uniform!'!ment 

(par rapport a t ~ to) vere z!'!ro lore quo x c- O. C ' est a 

dirll , si on dOlU'le t o ~t E. > 0, on peut trouver un S> 0 

tel que 

11',11 < ~ _> II P/', •• .t.) II <. 
d depend. en general, non s aulemant de E. mais aussi 

de tol eependan t il resulte immediatement de la cantinui

te de "F par rapport a Xo que 151 la eondition de stabili te 

eat aatiafalte pour un certain to alle l'eat auto~atique

ment pour n'importe quel le autre valeur d e to(mais, en g e

neral , a~e c un S different}. 
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La distinction entre continuita et stabilite depend en 

fin de comptes~Ia topologie qu'on adopte dans l'espace 

des solutions. Supposons que, pour to fixe et Xo assez 

petit, F(t,x.,t o) existe toujours dans l'avenir. Alors 

on peut considerer les deux topologies suivantes dans 

l'espace des solutions: a) une topologie faible, c'est a 
dire, on donne un nombre fini de valeurs t i )' to et de 

nombres E" > 0 et on definit le voisinage de la solution 

x=O par les inegalites II F(ti,xo,t o) II <- 6,; ; b) une 

topologie forte (uniforme) ou Ie voisinage de x=O est 

defini par IIF(t,xo,to)ll..::: c. pour tout t;, to, [.'70 etant 

donne. Pour la to pologie faible il y a toujours cont1nU! 

t~ par rapport a xo; pour la topologie forte la continui

te par rapport a Xo n'est pas autre chose que la stabilite. 

On peut noter que (d,ans l'espace des solutions d'une equa 

tion differentielle) la tdpologie forte dans un intervalle 

fini coincide avec la topolo gie :t"'I3.ible; mais il n'est pas 

ainsi, en general, dans J+. 

On dira que x=O est instable si elle n'est pas stable. 

On dira que x=o est asymptoti~uement stable si elle est 

stable et en outre t./I,,"I.. F(t,xo,to)=o pour tout to ~ J+ 
l.- ""+00 

Xo 6- S ( So ) ou ~ est un certain nombre posi tif. 
n 

11 ne faut pas confondre ces notions de stabilite avec 

autres qui ont ete formulees (stabilite a la Poisson,etc.) 

II est peut ~tre inutile d'ins ister sur 1 'importance de 

la notion de stabilite. Etant donne qu'on ne peut jamais 

connaitre les conditions initiales qu'avec un certain de

gre d'approxima.tion, pour que la representation d'un 

phenomene physique comme solution d'un systeme aifferentiel 

ait vraiment un sens, il faut 'que l'ecart entre la solution 

theorique et la solution a pproximative soit petit lorsque 
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les ecarts initiaux sont petits, c'est a dire, que la 

solution soit stable. Conaiderons plus specialement 10 

cas d'un servomecanisme S charge de maintenir un regime 

determine de fonctionnement d'un appareil quelconquo Aj 

on exige alors an general que les perturbations acciden

telles soient annullees par l'action du servo, c'est a 
dire, que le regime on question soit asymptotiquement 

stable par 10 systeme (S,A). 

2. Supposons quo le systeme differentiel soit autonome 

(f(x,t) ne depend pas de t) on plus generalement penio-

dique (f(x,t + ~ _ f(x,t». On a alors evidemment 

F(t+'C ,xo,to+ C _ F(t,xo,t o)' Ceci permet -de definir 

une transforma tion topologique e :E -'> E par 9-'-;0 '" n n 
'" x, '" F( 2' ,Xo 0 ), avec la propriete 9"'xo Xm 

= F('YI1C 'Xo'O) pour chaque entier positif m. 

Le point x=O est un point fixe pb'ur ~ et on peut voir 

facilement que la solution x = ° du systeme differentiel 

est stable, instable ou asymptotiquement stable selon que, 

respectivement, a) l\e("xollo<: L pour chaque m entier positif 

et IIXoli <. t (on dit alors que le point fixe est stable); 

b) on ne peut pas trouver .\~ () tel que la condition prece

dente soit remplie (le point fixe est alors instable); 

ou c) la condition a) est remplie et en outre f/'x o -> ° 
\'" 

pour chaque II xoll ~ o,~ lorsque m ~ +00 (le point fixe est 

alors ~symptotiquement stable). 

Dans les cas mentionnes on pout donc reduire le probleme 

de la stabilite du systeme differentiel au probleme de la 

stabilite d'un point fixe d'une transformation topologiquG 

La formulation topologiquo plus abstraite permot d'embras

ser d'un seul coup d'autres problemas du meme type relatifE 

a des equations aux differences finies , a des equations 
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int~grals, etc. 

On doit signaler cependant que catte reduction est possi

ble d'une fagon naturelle seulement dans Ie ~as de systemeG 

autonomes et periodiquos. 

Nous n'utiliserons pas cetto voie topologique dans ce cours. 

3. La notion de stabilite a ete etudiee depuis longtemps. 

Deja Lagrange (Mecanique Analitique, 1788) demontra un 

theoreme fondamental sur la stabilite de l'equilibre d'un 

systeme materiel (cas autonome). Plus tard ~outh (1877), 

Thompson et Tait (1879), Zukov6ki~ (1882) se sont occupes 

de problemes de stabilite de plus en plus generaux, mais 

c'est Poincare (1881) qui le premier, dans Ie celebre me-

moire "Sur les courbes definies par les equations differeg 

tiells", donne des demonstrations iigoureuses de theoreme 

sur la stabilite. 

Poincare a considere seulement. quelque cas particulier 

du probleme et c'est Lyapunov dans son remarqua~le memoire 

"Probleme general de la stabilite du mouvement "(1892) [24J 
qui pose Ie probleme en toute sa generalite et en donne 

la solution complete dans les cas les plus importants. 

Le memoire de Lyapunov a inspire les travaux d'un grand 

nombre de mathematicians contemporains, particulierement 

de l'ecole sovietique, qui ont fait progresser la theorie 

considerablement dans les derniers annees. Les applica

tions de cette theorie aux problemes de regulation automa

tique et a d'autresquestions qui ont une enorme importance 

pratique est sans doute un stimulant puissant pour ces 

etudes. 

4. Considerons d'abord Ie cas tres particulier ou f(x,t) 

est independante de t (systeme autonome) et lineaire en x, 

c'est a dire Ie systeme est linesire a coefficients 

constants: x = A x ou A est une matrice constante. 
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On connalt alors l'expression analytique dee solutions 

ce qui permet de decider par simple inspection sur 1a sti 

bi1ite de la solution x=O. Le resultat qu'on peut enoncer 

est le suivant: 

La condition necessaire et suffisllante pour que 1a solution 

x=O (ou, en realite, n importe quelle solution) so it sta

ble est que toutes les racines caraeteristiques de la ma

trice A (racines d~ 1 'equation IA - ~ I I =0, o~ I est 

la matrice unite et le symbole ildj designele determinant 

de 1a matrice M) aient partie reelle ~ 0, et que celles qui 

sont imaginaires pures soint simples ou, plus generalement, 

qu'elles correspondent a des diviseurs e1ementaires 1ineai 

res (c'est a dire que la partie oorrespondante de la forme 

canonique de Jordan eoit diagona1e pure). Pour que 1a 

stabilite soit a.symptotique il faut et il suffit que les 

parties reelles de toutes les racines caracteristiques 

soient -< 0. 

Etant donne que 1a stabilite est une propriete locale, 

on peut esperer que le probleme de 1a stabilite de le so

lution x=O d'une systP.me non-lineaire ~ = f(x,t) pourra 

~tre reduit au probleme beaucoup plus simple de la stabi-

1i te du systeme lineaire corresplimdant a la "premiere 

approximation", c I est 8. dire;1 du systeme x c A(t) x ou 

A(t) est la matrice jacohienne de f par rapport a x, cal

culee. pour x=O. Dans les cas les plus simples, cette 

question de la "stabilite en premiere approximation" se 

resoud par l'affirmativej on peut, par exemple, demonstrer 

tres facilement le theoreme suivant: 

Si ls mstrice A(t) de la premiere approximation ne depend 

pas, en realite, de t et si les racines carasteristiques 

ont des partiesreellea negatives (ou, ce qui revient a 
la m~me chmse, d'apres le theoreme precedent, si la solu-
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tion x=O du systeme x = A x est asymptotiquem~nt stable), 

alors la solution x=O du systeme x = f(x,t) est asympto

tiquement stable;, si au moins une des racines caracteri

stiqaas a une partie reelle poei~1T8 , la solution x=O du 

systeme non lineaire est instable. 

C'est le genre de theoremes demontres par Lagrange, Routh 

et Poincare. De la l'utilite pour les applications aux 

problemes de stabilite des methodes de Hurwitz qui permet

tent de decider sur le signe des parties reelles des raci

nes d'une equation algebrique. 

Cependant, dans des cas moins Simples, par exemple, s'il 

y a des racines caracteristiques imaginaires pures 0 bien 

si la matrice A(t) depend effectivement de t, los choees 

so compliquent beaucoup, et il peut se faire que le compor

tement, du point de vue de la stabilite, de la solution 

X=O de s doux systemes; f(x,t) et ~ = A(t) x soit oppose, 

c'est ~ dire qu'elle soit stablc1?our l'un des systemcs 

(at memo asymptotiquamant stable) et instable pour 1 'autre. 

On peut donner immediatement des exemples tres simples 

pour illustrer quelques unes de ces situations. 

II faut, done disposer de theoremes plus pUissants sur la 

stabilite en general et, en particulier, sur la stabilite 

en premiere approximation. Nous etudierons dans la pre

miere partie de ce cours des methodes et theoremes generaux 

sur la stabilite et, dans la seconde partie, la stahl lite 

en premiere approximation, precedee de 1 'etude de la sta

bili te des systemes lineaires. Etant donne le temps tres 

court dont nous disposerons , nous laisserons entierement 

de cote, des questions aussi importantes que la stabilite 

des systemes lineaires ~ coefficients periodiques et l'etu-

de des cas critiques, qui pourraient faire, elles seules, 

l'object d'un cours de la meme ou ancore plus grande 

extension. 
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- Premiere partie -
".... , .; 

THEOREMES GENERAUX -

5. Considerons un systeme differentiel 

~5.1) i = f(x,t) 

ou fest definie au moins dans la region S(a) x J+. 

a 7 0 , et f(O,t) = o. 
Nous ferons une r0marque preliminaire: On peut toujours 

supposer que fest definie dans tout l-espace En><' J et, 

que les solutions de (5.1) existent dans le passe et dans 

l'avenir. S'il n'en etait pas ainsi pour 1e s~steme (5,1), 

considerons le systeme 

(5.2) 

ou g;; f lorsque II x II < a - Eo et t ~ So (l. etant un 

nombre positif aussi petit qu'on~oudra), et g. 0 lorsque 

Ilx!! '? a ou bien lorsque t< 0: dans les regionslix!j ~ a, 

O!ft <£ , et a-€ ~ IIx" ~ a, t?,-L, g pourra ~tre quelcon

que, pourvu qu'elle soit suffisamment reguliere. Il est 

evident alors que les solutions de (5.2) existent dans 

le passe et dans l'avenir (elles sont meme des constantes 

au moins pour t < 0 et pourlxil 4 a) et d'autre part les 

proprietes de stabilite des solutions x=O de (5.1) et 

(5.2) sont identiques, puisqu'elles sont des proprietes 

locales. On peut meme garder des proprietes importantee 

du sy~eme (5.1) en modifiant legerement la definition d~ 

g; par exemple, si fest periodique (par rapport a t) on 

peut prendre g(x,t) ; f(x,t). h(x) ou h(x) est une fonction 

suffisamment reguliere qui est = 1 pour U xl! < a - l at 

=0 pourl/xll > a. 
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Les r8marques precedentes ne s'appliquent pas pour des 

types speciaux de stabili te "1m grossen ",' et quelques 

fois nous serons obliges d'introduire explicitement 

l'hypothese d'existcnce des solutions dans le passe 

(efr. par exemple, theoreme 12.4). 

6. Supposons par exemple que la solution x=O soit stable. 

Alors l'ensemille des points (x,t) ou x=F(t,xo'O), t ~ 0 

et II XO I' = r, r etant un nombre posi tif quelconque assez 

petit, constitue un "tube" dans l'espacc E XJ+, c'est a 
n 

dire uno n-variete V (hyporsurfacc) avec les trois pro
r 

prietes caracteristiques suivantes: a) pour cha:ue T~O, 

l'intersection de V avec le plan t=T est une (n-1)-sphere 
r 

topologique (c.~ d., homeomorphe a ~a spherel! xII; 1 de 

l'espace En) qui separe dans le plan t=T le point (O,T) 

des points (x,T) ou Ilxll =a; b) pour chaque E.? 0 on peut 

trouver un S;>O tel que, si ,r<S, 'Vi- est contenu sans 

le cylindre l\xH =E de l'espace EnlC. J; c) les vecteurs 

f ne "sortent" pas de V (pn peut dire aussi qu'ils r 
"penetrent a l'interieur de Vr au sens large"; en reali-

te dans le cas considere ils sont toujours tangents a V ). r 
On peut exprimer c~s faits dans un langage analytique de 

la fa90n suivante: il existe une fonction scalaire V(x,t) 

(a savoir la fonction V(x,t) = II xoll ou Xo est le "point 

initial" de (x,t), xo=F(O,x,t), x =F(t,xo'O) telle que: 

d) V(x,t) s'annulle pattr x=O et est une fonction definie 

positive, c.a d. pour c:p,aque C':{ >- 0 il existe un ~(C'{ );>{I 

tel que !lxll~o(, t 4- 0, entraine V(x,t)-? j3(o<): , 

e) La deriveD de V le long des trajectoires dV!dt=(JV!dt) + 

+ (d V !~ ).f(x,t) ( ou ';1V;?')( represente le gradient 

de V par rapport a x, considere comme vecteur colonne, et 

le point. designe le produit matriciel, ici simplement 

le pro4ui t ooalaire ) est ~ 0 (plus precisement ;: 0 dans 
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le cas present). En effet, l'hypersurface V(x,t)=r>O 

n'est pas autre chose que Vr ; les proprietes a) et b) de 

Vr d'coulent de la propriete d) de V (il suffit de prendre 

;) = ? (f)) et la pro prHU c) est. une cons equenc e imme

diate de e). Reciproquement: si le faisceau d'hypersur

faces V(x,t) =r est un systeme de tubes ayant les propri~ 

tes a) b) et c), la fonction V possede les proprietes 

,) et e). 

Il est immediat aussi que s·il existe un systeme de tu

bes V avec les propriet~s a) b) et c) ou, ce qui revient 
r 

au m~me , s'il existe une fonction V(x,t) avec les pro-. 
prietes d) et e), la solution x=O du systeme x=f(x,t) est 

stable. Nous avons ainsi demontre les deux theoremes sui

vants, le premier :iIl&8quels est du a LyapunoI et le second 

a Persidskii. [36J . 
6.1· S'il existe une fonction V(x,t), V(O,t)~O, definie 

positive et telle que dV/dt=(dV /(11:" )+ (C>¥ h'W).f(x,th; 0, 

la solution x=O du systeme ~ =f(x,t) est stable. 

6.2. 5i la solution x=O du systeme ~=f(x,t) est stable, 

il existe une fonction V(x,t), V(O,t) : 0, definie posttl 

ve et telle que dV!dt ~ ° (a savoir V(x,t)= II F(o,x,t)11 ). 

Dans le cas ou V ne depend pas en realite de t, on peut 

considerer vex) comme une nouvelle norme du vecteur x 

dans En; les tubes Vr sont alors des cylindres (spheres 

dans B ) et dV/dt ~ 0 exprime que la norme de la solution 
n 

ne croit pas lorsque t croit, ce que rend le th&oreme 6.1 

comp1etement intuitif dans ce cas. Cependant, ainsi que 

l'e montre Malkin [26] t m~me dans 1e cas des systemes au

tonomes ~ =f(x) stables il n'existe pas toujours une 

fonction Vex) depenaan. ae x seUlement qui safisiasse aux 

conditions du theoreme 6.1. 
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Une consequence immediate de 6.1 est le theoreme de 

Lagrange: 

6.3. Si la fonction de forces est maximum pour une posi

tion d'equilibre d'~ s,steme dynamique conserv~tif, l'e

quilibre est stable. 

En effet, si Test l'enargie cinetique at U la fonction 

de forces, qu'on peut supposer nulle dans la position 

d'equilibre, U sera definie negative par rapport aux 

coordonnees lagrangiennes 1.t , ••• , t~ et T definie posi

tive par rapport aux moments 9! , ... , q"n. ' de sorte que 

l'energie totale H=I-U est definie positive par rapport 

a l'ensemble des coordonneee, s'annulle dans 1a position 

d'equilibre et dH/dt; O. Il suffit slors de prendre V=H 

dans 6.1. 

Plus generalement: 

6.4. 8i un systeme dynamique est dissipatif (c.a d., 

l'energie du systeme ne crolt pas le long des trsjectoires) 

les solutions pour lesquelles l'energie a un minimum re

latif sontstables. 

7.Les memes methoaes conduisent aux theoremes suivants 

sur la stabilite asymptotique et s~ l'instabilite. 

Nous dirons que la fonction V(x,t) a une borne superieure 

infin.ment petite si lorsque x ~O elle tend vera 0 

uniformement par rapport a t~ J+, c.a d. s1 pour chaque 

C > 0 11 existe un d:> 0 tel que II x II -< S entraine 

IV I '" G pour. tout t + jf+. Du point de vue geometrique cela 

V)ut dire que le tube Vl contient dans son interieur pas 

seulement l' axe x=O mais tout un cylindre II x II = d " 
0<:: '& 'e: J . 
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7.1. (Lyapunov) S'il existe une fonetion V(x,t) definie 

positive, possedant une borne superieure infiniment petite, 

at telle q~e 4V/dt soit defin~e negative, alors la solu

tion x=o est asymptotiquement stable. 

Soit £:>0 tel que (TMoreme 6.1) IIxoll' S" entratne 

IIF(t,xo,O)1/ <. a pour tuut t ~O. Puisque V(x,t) dec!1oit 

le long de la trajectoire, cette fonction aura une limite 

V 00. Si V CD ") 0 on aurait /I xII ';f :>("70 le long de la tra

jectoire, d'ou clV/dt ~-J<Oce qui conduirait a l'absuzde 

V "'--<:0 • Done V =0 et x ->0. 
Q) (J) 

7. 2 (lIlara~kov !)oJ ). Si fest bornee dans Sn~ J+ et 

s'il existe une fonction V(x,t) definie positive telle 

que dV/dt soit definia negatiV9. la solution x=O est 

asymptotiquement stable. 

Supposons qu'il ne soit paa ainsi, c'est a dire, qu'il 

existe un Xo , H Xo 1/< ~o et U!l.e suite 

que /I'X .... /I=llr(t ..... J)("o)lI~o(")o. f etant 

existe un c> 0 independant de n tel que 

pour t71 -C ~ t ~ tn +?: • 

t"l1."':' +00 tels 

bornee, il 

I/F(t,xo ,o)/I ~:! 
J., 

Il en resul te dY /dt ~ -.P '" 0 dans ees intervalles, d'ou 

le m~me absurde V =-00 que dans la demonstration pre-
CD 

cedente. 

7.3 (Corol1aire) Si le systeme est autonome ou periodique 

et s'il existe une fonction V(x,t) definie positive tel-

le que dV/dt soit definie negative, la solution x=O est 

asymptotiquement stable. 
+ 7.4 (Lyapunov) S'il existe dan·s S (a)( J une fonction 

n 
V(x,t) possedant une borne superieure infiniment petite; 

si, pour un certain to ~ 0, V(x,t o) prend des valeurs 

positives pour des x arbitrariement petits, et si dV/dt 

est definie pOBitive • alors la solution x=O est instable. 
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Soit Xo tel que V(xo,t o) ;: Vo70. Du. fait que V a une 

Horne superieure infiniment petite i~ s'ensuit qu'il 

existe un E;10 tel que V(x,t)? V" entraineUxW ~ E 

Mais, puisque dV/dt / 0, on aura precisement V(x,t) ~ Vo 

le long de la trajectoire avec point initial (xo,t o)' 

pour t 9 to; alors dV/dt ~k '7 0 ce qui entratnerait 

Voo = +00 5i la solutionx=F(t,xo,t o) ne sortait pas de 

S (a). V etant borne dans S (a»)<. J+, toutes les solu-
n n 

tions part ant de points (xo,t o) tels que V(xo,t o) ~ 0 

sortent done de Sn(a) et puisque Xo peut ~tre pris 

arbitrairement petit, ceci demontre l'instabilite. 

7.5. (Lyapunov) S'H existe dans S (a) x J+ une fonction 
n 

V(x,t) bornee telle que, pour un certain to ~ 0, V(x,t o) 

prend des valeurs positives pour des x arbitrairement 

peti ts; si dV/dt = 0( V+W ou 0( est une constante 

positive et W=W(x,t)~O dans ~(a»){ J+, alors la solu

tion x=o est instable. 

La demonstration commence comme pour 7.4. Du. fait que, 

Ie long de la trajeCtoire dV /dt = 0( V+W ~ o(Y , il s' ensui t 

que V(x,t)~Vo eOl(~t-to~ d'oll Voo=+oo et la demonstra

tion se tennine comme auparavant. 

On voit immediatement qU'on peut remplacer l'hypothese 

0< constante po si ti ve par o{= 0< (t), J +OO~ (t) d t =+00 • 

Nous verrons dans la seconde partie que, si les racines 

caracteristiques de la matrice, constante A ont leurs 

parties reel1es toutes negatives, ou bien, s'il y a una 

racine au moins avec partie reelle positive, on peut 

construire facilement une fonction V(que sera une forme 

quadratique dans 1es composants de x) qui jouit des pro

prietes enonnees dans le theoreme 7.1, respectivement 

7.5. Le theoreme sur la stabilite en premiere approxi-
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mation enonce au nO 4 est donc une consequence des theore

mes que no us venons de demontrer. 

II est important de savoir si les conditions suffisantes 

des theoremes 7.1 et 7.5 sont assez generales, c'est a 

dire si ces conditions sont aassi necessaires pour Is sta

bilite asymptotique et pour l'instabilite, respectivement 

(nous avons vu d6ja que ceci est vrai pour la question ana

logue relative ala stabilite simple, Ie theoreme 6.1 

admeutant Ie reciproque 6.2). II n·en est pas ainsi en 

general. 

Par exemple, Ie systeme (ou l' equation, pour n=1) 

~= - x/(t+1), a pour solution generale F(t,xo,t o)= 

= xo(to+1)/(t+1), et x =0 est evidemmentasymptotiquement 

stable. 

S'il existait une fonction V(x,t) avec les proprietes du 

theoreme 7.1, pour chaque 

positif E et k tels que 

e ~O on trouverait deux nombres 

11)(II~d- entra!ne OsV(x,t)~c 

II')(II~ ~ " dV/dt ~ - k. 

Prenons to? 0 quelconque, //?foU = $; dans l' intervalle 

(to,ti ou t1 =2to +1 oft a lI){ol/4-£ , donc 
.t 

Y(1l1.td - V(11o/.o) ~ - J-e (t" +3.) 

d'ou la contradiction V(x"t,) < 0 pour to > £/k. 

Done, avant d'aborder Ie probleme des conditions necessai-

res 1l faut generaliser et preciser les resultats demon

tres dans ce numero. C'est oe'Clue nous ferons dans les 

numeros suivants. 

8. Si dans Is definition de stabilite donnee au numero " 

on suppo se qu I on peut trouver un S> 0 independant de to' 

on dira que x=O est uniformement stable, c.ap.pour chaque 

f~O 11 existe un d( t »0 tel que 11If,,1I <~(~) ,to~O 
quelconque, entratne IF(t,xo,to)\I..:. E pour t:J- to' 
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Analoguement, on peut definir la stabilite as~mptotico

-uniforme de la fa~on sUivante; ls solution x=O est 

aB3m~totico-uniformement stable lorsqu'elle est uniforme

ment stable et il existe un ~) 0 fixe et, pour chaque 

C ,,0, un T( t ) '/ ° tels que pour chaque point initial 

(xo,t o)' 1/')(,,/1..:: S", to~O quelconque, on aura 

IIF(t,xo,t o)"",f pour t~to+T( E}. Autremont dit, la 

limite F(t,x.,to)~O pour t ~ +ro est uniforme par 

rapport a xoet to' 

Persidskir 1}7J et Malkin [29] cont demontre les theore

mes Buivantes, dont le second precise beaucoup le theor£ 

me 7.1 de Lyapunov: 

8.1 3'il existe une fonction V(x,t) dafinie positive, 

ayant une borne superieure 1nfiniment petite et telle que 

dV/dt ~ 0, la solution x=O est uniformament stable. 

Etant donne c ') 0 11 existe un :Yj7 0 tel que n')< II ~ t 
entraine V(x, t} 7,. 'I'[ ; puis il etiste un ~)O tel que 

1/)(.1/<:8' entraine V(x,t}"',\), 51 iXolI<:.a ,to:J}O quel-

conque, on aura V(x.,t o)"" et puisque dV/dt, 0, 

V(x,t) < ~ pour tout t ~ to' x=F(t,IKo ,to)' d 'ou IIx 1\ <c. 
8.2. 5'il existe une fonction V(x,t} d6finie positi'le, 

ayant une borne superieure infiniment petite et telle 

que dV/dt soit d6finie negative, la solution x=O est 

asympto.tico-unit'ormement stable. 

La stabilite est uniforme d'apres 8.1; il existe done 

un do'> 0 tel que II Xo 1/ '" J: , t 0 ~ 0 quelconque, entraine 

IIF(t,xo,to)ll<io, c"etant positif et "'Gt; soit M une 
+ borne de V(x,t) dans 5n (':0 »( J qui existe toujours 

pour l~ assez petit puisque V a une borne superienre 

infiniment petite. Dans la sui te ~, Co et M Beront des 

nombres fixes. 
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Etant donne l70 (E "-E.) il exiete, d'apres 8.1, un 

a (c) '7 ° tel que \lxoll.::: d (E) entraine ~F(t,xo,to)l\<c 
pour t ~ to; soit -m( E. ) < ° una borne superieure de 

dV/dt pour l'ensemble des points (x,t) verifiant Su:)~ 
~jxll1; Eo , t~ 0; et fina1ement T( E ) > M/m( c. ). 
Soit IIxo~$ do ' to~O quelconque. Alors V(xo,to) .. Vo~M. 
8i on suppose que dans l'intervalle (t o,t 1) on a 

IIF(t,xo,to)lI~ r(E) il en resulte 0~V(x"t1) = Vo + 

+ £~2. (dV/dt)dt ~ M -m (t 1-t o)' d'ou t 1< to+T( £. ). 

Il Y a done dans l' in tervalle (t 0' t 0 +T ( £. » au moins une 

valeur t1 telle Quell'Xi.I:II'IF{l"41 'llo/.)II<J'(c.), d'ou 

pour t'9t1 et a fortiori pour t ~ iJo.T( £ ), on a 

IIF(t,xo,t o)/i < £ • 
Le th~oreme suivant etend et precise un resultat de Mas

sera PD: 
8.3. Si le systeme est autonome ou periodique, la stabili

te (stabilite asymptotique) entra~ne 1a stabilite unifor

me (asymptotico-uniforme). 

Supposons que x=O so it stable. Alors, E 70 etant donne, 

il existe pn ~ (~ ») ° tel que II ')(.1' < ~ tt) entra!ne 

IIF(t,x1,0)II<i pour t'l 0. Le trongon de tube forme 

par les paints (x,t) tels que O~t~~ (~etant 1a perio

de du systeme) et x=F(t,x1,0) ou 11')(111= ~li:)contient dans 

son interieur un certain cylindre /1')(.1/ ~ ~ (e) , 0 ~ t ~?- • 

Soit maintenant 1/ 'XDJ/< 5(£.) et to? 0 quelconque, t ~ to' 

m le plus grand entier positif contenu dans to/~ , 

t~=to-m(; , t' =t-m~, d'ou O.t~~e:-, t' ~t~. Alors 
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Ilx,1/ < ~ (E) et IIF(t·,x"o)1I <: ~ ,ce qui demontre la 

stabilite uniforme. 

Supposons maintenant que x=O soit asymptotiquement stable. 

Soit 1:,,>0 un nombre sssez petit, maie fixe, et ~=~(e.), 
J: = d (G.), oil. ~ ( t. ), a (£) sont lee fonctions definies 

il y a un instant. Admettone provieoirement que la 1imi

te F(t,x1'0)~0 pour t~+CD est uniforme par rapport a 
/I ')( j /I ~ J; , c' est a dire que, etant donne c ~ ° il 
existe un T( C ) tel que t ~ T( r) entratne IIF(t,x"o)1I <: E

quel que soit x, avec II ')(J.II <.t; '. Alors, si II Xo II < ~ 
et t ~ to+T( E ) on aura comme auparavant 

II F (r, 71., t-~) II ::: II F ( t~ 11", f '.) It =. /I F ( t~ 'If b 0) 1\ < c ) 
puisque t· ~ t~+T( (;. ) ;;, T( c ), ce qui demontre la stabili 

te asymptotieo-uniforme. 

Il suffit done le prouver l'unifol'lli:tlSde la limite F(t,x1,0)~t~. 

Si cette limite n'~tait pas uniforme, il existerait un 

E ~ 0 et des suites x., ti avec /1 ')(~ II" 1.t. ,t . ~ +00 telles 
~ ~ 

que IIF(t i ,xi ,o)1I ~ 2 • 

En prenant, s'11 est necessaire, une suite partiel1e, on 

peut admettre que Xi ~.r ' II '(' H < ~ ; puisque 

lim F(t,!' 0) =0, il y a un T> 0 tel quel~(T, 
Mais alors, pour i suffisamment ~rand, on aurait, en vertu 

de la cont1nuite, iF(T,Xi,O)H < d (e ) d'ouIF(t,xi ,o)lI< E_ 

pour t ~ T, ee qui contredit l'hypothese faite. La demon

stration du theoreme devient ainsi eomp~ete. 

On peut constater que dans l'exemple du numero precedent, 

quoique x=o soit asymptotiquement stable elle n'est pas 

mSI!£I uniformement stable, ce qu' explique que pour un tel 

s~steme il n'existe pas de fonctions V(x,t) avec les pro

prietes enoncees (parce que cela contredirait le theoreme 

8.2 et mame 8.1). 
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9. Jusqu'ici nous avons considere la stabilite par rapport 

a dee perturbations ou erreurs dans les conditions initia

lese Pour un systeme physique, cependant, il y aura des 

perturbations ou erreure agissant pendant toute la duree 

du mouvement; en d'autres mots, non seulement Xo ne re

presente qulapproximativement les conditions initiales reel 

lee mais 111 systeme ; =f(x,t) lui m8me ne represente la 

loi qui gou~erne le systeme physique qu(avec un certain 

degre d' approximation. Malkin {!S] et "Art em 'ev \21 ont ete 

les premiers a faire cette importante remar~ue. Il importe 

alors de definir et ~tudier ce que les mathematicians so~ 

vietiques appellent "sta~ilite sous l'action de perturba

tions permanentes" et que no us appellon"s plus simplement 

"stabilite totale": 

Nous dirons que la solliLtion x=O du systeme x =f(x,t) est 

totalement stable" si pour chaque ~ "> 0 et to~ 0 il existe 

un J"> 0 (dependant en general de f et de to) tel que, 

quelle que soit la fonction g(x,t) et le vecteur xo' sati-

sfaisant aux conditions /11)(./1 <. 1" IIf(x,t) -g(x,t)lI< cr" 
(dans S (a)X J+) , la solution generale x=G(t,xo,t o) du 

n. 
systeme x =g(x,t) verifie la condition IIG(t,xo,t o)' <. E 

pour t ~ to. 
Il y a lieu de remarquee que noue ne supposons pae que 

g(O,t):O, c'est a dire que x=o ne sera plus, en general~ 

solution du systeme perturbee. 

9.1 (Malkin [26 bi~ ) S'11 existe une fonction V(x,t) de

finie positive telle que dVf/dt = (~V/~t)+@V/dx).f soit 

definie negative et s1 tlV ~')( est borne dans Sn (a) ~ J+, la 

solution x=Q du syBt~me x f(x,t) est tetalement stable 

( et meme uniformement, c I est a dire que le ~ de la defin-L 

tion precedente ne depend pas, dans ce cas, de to). 
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II taut remarquer Que daas ces hypotheses v possede une 

borne superieure infiniment petite, puisque I V(x,t)l= 

"'/V(x,t) - V(O,t) ~M. II xII ou M est une borne sup~rieure 
des derivees partielles de V. 

Soi t e ') 0; soit ~1. ( C ) ~ 0 tel que iI ')( II ~ i entra!ne 

V(x,t)~r1~ (c.) et ~ ( c » 0 tel que /I 'X II < dt (t:) 

entratne V(x,t)< 'YJi{l).Soit Ild%~ 11 ~ )1. dans 

Sn(a)~J+, 't/t.(c );;00 tel que II ?til ~J; (l:) entra!ne 

~Vt'/dt ~ - ~4 (E) et 0 <{(l ) < 'Y'/e (O.6i. . 
Soi t finaleinent d (~ ) Ie plus petit des deux ~ ( c ) et 

~ ( E ). 

Soient xo,to et g(x,t) quelconques satisfaisant aux condi

tions 111)( .. 11 < SeE) , to?O at I/g(x,t) - f(x,t}II<.I(e) 

dans 5n Ca))( r. J'affirme que II G(t,xo,:tIo)~ < i pour 

t ) to' 5upposons qu'il n'etait pas ainB1; il existcrait 

alors un intervalle (t"t2), to~.t~4 t 2 , tel que si 

x, = G(t, ,xo,to>' x2=G(t 2 'Xo .to ) onaurait II ')(111:: ~ a), 
lI'><ill= t • et ~ ( Eo ) 6 " G(t.xo,to)lI~ E. pour 

t, Et~t2' .A1ors V(x,,:11,)!!5 'l1~ ( Eo ) at dV/dt =(oV/(no ) + 

+ rJV /rlx).g = (dV f/dH + (lY/~){) • (g-f)~ - ~t(t) ... .M. ~(~)< 
< - ~t (E) -+ 4t/t (l) - 0 i 
dOM V(x2,t2) < "7i ( E ) d 'ou IIx2 /1<' f, ce qui contredit 

notre hypothese. 

9. 2 (Gor~in (i9J ; voir aussi Malkin [29J) 5i la solution 

~=O du systeme ~ = f(x,t) est asymptotico-uniformement 

stable, et si f satisfsit a une condition de Lipschitz 

ilf(xtt,t) - f(x',t)/I ~ MNx"-x'N , ou M est une constanta 

(independante de t), alors ls solution x=O est totalement 

stable (at mAma uniformement). E,. ° etant donne, il y a 

un J;( ~ »0 et un T(E »0 tela que (xo,t o) etant quol

conque, "?foll<~(E) t to~O, on auraIlF(ttxotto)n<t;~ 
pour tout t.?-to at IIF{t"xo,to)/1 < ~ (8)h., pour 
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-.M.. T(e) 
Soi t d,;: (E ):M ~( E ) e. A ' et suppo-

~(~), to~O, I/f(x,t)-g(x,t)n < dt (d. 
Soient x(t) = F(t,xo,to) et y(t) = G(t,xo,t o) les solutions 

des systemes x=f(~t) et x=g(x,t) passant par le mame point 

(xo,t o)' et soit f(~) = /I x(t) -y(t)l· 

f 0-) s II ~ (?t /I-),~) - ~ (y/t-J,t)JJ ~ /I f(xMJ t-) - P( '3(1.1,1:') II + 

+11 f{~IH,I-)- ~ (~/t'JrI:)1\ s::)1.~(t) + $.1 (c). 

(L) $, (€) /, />1. (l--r.) .J) [,.if) JI1{!'-t;,) 
Il en resulte f r ~ ~--{ e -.J. < --- e 

.M ..M S to) ,MTff) 
pour t ~ to et, dans l'intervalle (t o,t 1), rlr)< ~1. e = 
::: 61 (f~ 4 Ell. • 

Dond \IG(t,xo,t o)l/<epour tO$t~t1 etlx11l= IIG(t 1,xo,t o)lI< 
<c\( G). On peut elors repeter pour le point (x1 ,t 1) le 

m~e raisonnement que pour (xo,t o) et on arrive a 
I/G(t,xo,t o)lI< C pour t1~ t* t2 = ;'0 + 2T( Eo ) ,l\x2 1l = 

.=.U G(t 2,xo,to)IJ < J; (f ), et ainsi de suite. DoncIG(t,xo,to)/I<~ 
pour tout t~ to' 

9.3 Si le systeme est auto nome ou periodique, et si f(x,t) 

satisfait a une condition de Lipschitz, la stabllite asympt~ 

t~que de la solution x=O entraine sa stabilite totale. 

Ce theoreme se deduit immediatement de 8.3 et 9.2. Dans le 

numero 20 nous demontrerons le reciproque de 9.~, de sorte 

que pour les systemes autonomes ou periodiques satisfaisant 

a une condition de:Lipschitz les concepts de stabilite 

asymptotique et de stabilite totale sont equivalents. 

10. Une autre question qui peut Atre importante pour les 

applications est la suivante. Dans les definitions de 

stabili te donnees au nO 1, les perturbations ini tialesxo 

admiaes sont "suffisamment petites", c'est a. dire que la 

stabilite ainsi definie est une propriete locale. 


